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1. СИММЕТРИЯ КРИСТАЛЛОВ
Характерной особенностью кристаллов является их анизотропия и сим-

метрия. Поэтому они обладают свойствами, несуществующими в изот-
ропных телах.

Кристаллофизика - область кристаллографии, изучающая связь физи-
ческих свойств кристаллов и других анизотропных материалов (жид-
ких кристаллов, поликристаллических агрегатов) с их симметрией,
атомной и реальной структурой и условиями получения, а также изме-
нения свойств под влиянием внешних воздействий.
Математический аппарат кристаллофизики основан на теории групп и

тензорном исчислении.
Процессы образования и роста кристаллов происходят и в естествен-

ных, и в искусственных условиях. Симметрия и правильность внешней
формы кристаллов известна издавна (природные кристаллы кварца, топа-
за, каменной соли и т.д.). Однако, даже если кристалл не имеет внешней
правильной многогранной формы, симметрия внутренней структуры и
свойств сохраняется. Из кристалла можно вырезать стержень, пластину,
линзу - это не повлияет на его внутренние свойства. Искусственные крис-
таллы часто имеют не многогранную внешнюю форму.

Если поместить обломок кристалла в раствор или расплав, то опять
вырастет симметричный многогранник вследствие того, что скорость ро-
ста в разных направлениях различна. Это - один из примеров анизотропии
физических свойств кристалла. Почти все физические свойства кристал-
лов различны в разных направлениях, то есть анизотропны (например:
упругость, электропроводность, теплопроводность и т.д.).

Частицы, из которых сложены кристаллы, то есть атомы, ионы, моле-
кулы, образуют правильные ряды, сетки, решетки. Закономерность рас-
положения частиц, их природа, энергетический спектр и силы связи между
ними определяют физические свойства кристалла. Так как симметрия струк-
туры - следствие равновесия многих сил и процессов, то внешние воздей-
ствия (электрические и магнитные поля, механическое сжатие или растя-
жение, чужеродные частицы) могут изменять это равновесие и менять свой-
ства кристалла.

1.1. Пространственная решетка
С макроскопической точки зрения кристалл есть однородное анизот-

ропное тело, то есть любые физические свойства одинаковы во всех его
точках, если измерения проводятся в таких достаточно больших объемах
по величине, когда не проявляется дискретное атомное строение. Понятие
однородности полезно, так как позволяет рассматривать кристалл как
непрерывную сплошную среду.
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В кристаллографии кристалл называется однородным, если для лю-
бой точки, взятой внутри него, найдется точка, идентичная по свойствам
первой и отстоящая от нее на некотором конечном расстоянии. Идентич-
ные точки не обязательно должны совпадать с атомами или молекулами в
кристалле, они отражают лишь идентичность свойств некоторых точек
пространства. Все вводимые ниже понятия могут быть применены не толь-
ко к кристаллам, но и к любым периодическим структурам, так как явля-
ются математической абстракцией.

• Кратчайшее расстояние между одинаковыми точками в ряду называ-
ется элементарной трансляцией. (см. рис. 1)

Рис. 1. Элементарная трансляция

• Симметричное преобразование, с помощью которого точка повторя-
ется в пространстве, называется преобразованием трансляции.

• Одинаковые точки, связанные трансляциями, называются узлами.
Повторяя одинаковые точки с помощью другой трансляции, не парал-

лельной первой, получим двумерную сетку (рис. 2).

а

b

Рис. 2. Двумерная сетка. a и b – элементарные трансляции

Параллелограммы, вершины которых являются узлами, называются
ячейками сетки. Повторяя элементарную ячейку одинаковыми трансля-
циями, получим сетку, заполняющую всю плоскость без промежутков. Эле-
ментарную ячейку можно выбирать по-разному (рис. 3).

Принято, чтобы элементарная ячейка удовлетворяла следующим ус-
ловиям (с приоритетом в порядке следования):

1) наилучшим образом отражала симметрию сетки;
2) если можно, то имела бы прямые углы;
3) обладала бы наименьшей площадью.
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примитивная

Рис. 3. Неоднозначность выбора элементарной ячейки

Примитивной элементарной ячейкой называется ячейка, внутри кото-
рой нет узлов.

В примитивной плоской (двумерной) ячейке каждый узел принадлежит

четырем ячейкам, на данную ячейку приходится 1
4  узла, всего на ячейку

приходится 4 · 1
4 = 1 узел.

•  Если приложить к точке три некомпланарные элементарные трансля-
ции, то получим пространственную решетку.
•  Параллелепипед, построенный на трех элементарных трансляциях a,
b, c называется элементарной ячейкой.
Элементарную ячейку в пространственной решетке также можно выб-

рать по-разному, аналогично двумерной сетке. Однако примитивная эле-
ментарная ячейка часто имеет более низкую симметрию, чем решетка в
целом.

• Основная тройка трансляций называется трансляционной группой.
Выбор основных трансляций очень важен, так как ими определяются

кристаллографические системы координат (СК). В общем случае это ко-
соугольные координаты с неодинаковыми масштабными отрезками по

осям: a b c≠ ≠  , 90α ≠ β ≠ γ ≠ ° (рис. 4). Направления кристаллографи-
ческих осей координат соответствуют направлениям ребер элементарной
ячейки кристалла, а масштабные отрезки - элементарным трансляциям. В
некоторых случаях удобнее пользоваться не примитивной, а сложной (ус-
ловной) элементарной ячейкой, у которой узлы есть внутри ячейки. Это
связано с тем, что элементарная ячейка должна отражать симметрию ре-
шетки.

Итак, пространственная решетка - это способ представления перио-
дичности повторения в пространстве идентичных точек. Она является
математическим построением, которое не следует путать со структу-
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рой кристалла - конкретным расположением частиц в пространстве.
Пространственная решетка может быть задана тремя равнозначными
способами: совокупностью дискретных точек (узлов решетки), транс-
ляционной группой или элементарной ячейкой.

α

γ

β

c

b

a

Рис. 4. Кристаллографическая система

Y

Z

Рис. 4. Кристаллографическая система координат

1.2. Метод кристаллографического индицирования
Для описания кристаллических структур применяется метод индици-

рования, удобный для всех кристаллографических систем координат.
1. Символы узлов
Если один из узлов решетки выбрать за начало координат, то любой

другой узел определится радиус-вектором

R ma nb pc= + +
    , где m, n, p - индексы узла, a, b, c - элементарные

трансляции. Тогда [[mnp]] - символ узла. Знак минуса пишется над циф-
рой. Примеры обозначения символов узлов приведены на рис. 5.

2. Символы рядов (на-
правлений)

Если ряд не проходит
через начало координат,
осуществим параллель-
ный перенос. Тогда на-
правление ряда опреде-
лится двумя точками: на-
чалом координат и любым
узлом ряда. Символ этого
узла [mnp] принимают за
символ ряда. Принято вы-
бирать узел, ближайший к

x

y

[[220]]

[[000]]

[[230]][[110]]

Рис. 5. Символы узловРис. 5. Символы узлов
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началу координат. При-
меры обозначения рядов
приведены на рис. 6.

3. Символы плоско-
стей (граней)

Грани или плоско-
сти кристалла также
характеризуются на-
клоном. Любая грань
образует семейство па-
раллельных плоскостей.
Пусть некая плоскость
решетки пересекает все

три оси координат, отсекая на них отрезки ma, nb, pc (a, b, c - элементарные
трансляции). Отношение чисел : :m n p   характеризует наклон плоскости
к осям координат.

•  Отношение целых взаимно простых чисел  : :p q r   для семейства
плоскостей называется параметрами Вейсса.
В кристаллографии принято характеризовать плоскости не парамет-

рами, а индексами Миллера.
•  Индексы Миллера - это величины, обратные параметрам Вейсса, при-
веденные к целым числам.

: :: :1 1 1
p q r h k l=   .

(hkl) - символ плоскости. Этот символ означает, что система параллель-
ных плоскостей рассекает отрезок а  на h частей, b на k частей, с на l
частей. Символы некоторых плоскостей в кубической ячейке приведены на
рис. 7.

(001)

(010)

(100)

Рис. 7. Символы плоскостей в кубической ячейке

1.3. Элементы симметрии кристаллов
Симметричной фигурой (или многогранником) называется фигура (мно-

гогранник), которая может совместиться сама с собой в результате сим-
метричных преобразований.

X

Y

[110]

[230]

Рис. 6. Символы рядов
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Отражения и вращения, приводящие многогранник в совмещение с са-
мим собой, называются преобразованиями симметрии, или симметричны-
ми операциями.

Воображаемые плоскости, линии и точки, по отношению к которым
осуществляются эти отражения и вращения, называются элементами сим-
метрии.

Для обозначения симметричных преобразований и соответствующих
им элементов симметрии пользуются следующими условными символами:

1) международная символика;
2) символика, основанная на формулах симметрии.
В табл.1 приведены названия и обозначения элементов симметрии.

Таблица 1
Элементы симметрии

Обозначение Изображение по отношению
к плоскости чертежаНазвание

межд.
символ

по
форм.
симм.

перпендикуля
рное

параллельное

плоскость
симметрии

m P

центр
симметрии

1 C

поворотная
ось симметрии
n-го порядка:

n Ln

двойная 2 L2

тройная 3 L3

четверная 4 L4

шестерная 6 L6

инверсионная
ось
симметрии:

n Lni
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Таблица 1 (продолжение)
Тройная 3 L3i

четверная 4 L4i

шестерная 6 L6i

• Плоскость симметрии - плоскость, которая делит фигуру на две час-
ти, расположенные друг относительно друга, как предмет и его зер-
кальное отражение (рис. 8).

m

m

m

m

Рис. 8. Примеры плоскостей симметрии плоских фигур

В кубе девять плоскостей симметрии 2-х типов (рис. 9).
• Осью симметрии называет-

ся прямая линия, при повороте
вокруг которой на некоторый оп-
ределенный угол фигура совмеща-
ется сама с собой. Порядок оси n
показывает, сколько раз фигура
совместится сама с собой при пол-
ном обороте вокруг этой оси.

У куба три оси 4-го порядка
(проходят через центры противо-

положных граней), четыре оси 3-го порядка (диагонали куба) и шесть осей
2-го порядка (проходят через середины пар противоположных граней) (рис.
10).

• Центр симметрии - точка внутри фигуры, характеризующаяся тем,
что любая прямая, проведенная через центр симметрии, встречает оди-

Рис. 9. Типы плоскостейРис. 9. Типы плоскостей
симметрии в кубе
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наковые точки фигуры по обе стороны от центра на равном расстоянии
(рис.11). Преобразование в центре симметрии - это зеркальное отраже-
ние в точке.

4

2

3

Рис.10. Оси симметрии в кубе  Рис. 11. Центр симметрии

Отражение в плоскости, поворот вокруг оси симметрии, зеркальное
отражение в центре симметрии представляют собой конечные или то-
чечные симметричные преобразования (фигура не перемещается как
целое и хотя бы одна ее точка остается на месте).
В кристаллах невозможны оси симметрии 5-го порядка и порядка, боль-

шего, чем 6. Это связано с тем, что кристалл представляет собой бесконеч-
ную пространственную структуру, а она не может быть заполнена фигура-
ми с осями симметрии 5-го порядка или выше, чем 6-го без пустот и нало-
жений.

m, 2, 3, 4, 6,  1  - конечные операции симметрии первого рода.
Конечные операции симметрии второго рода - это совместное действие

2-х операций.
• Инверсионная ось симметрии представляет собой сочетание оси вра-
щения и одновременного отражения (инверсии) в центре симметрии.
Инверсионная ось 1    эквивалентна центру симметрии, ось   2- плоско-

сти симметрии.

 1.4. Кристаллографические категории, сингонии  и
системы осей координат

• Единственное, не повторяющееся в многограннике направление, на-
зывается особым или единичным.
Пример: ось 6 в шестигранной призме - единичная. Ось 4 в кубе не

единичная.
По симметрии и по числу единичных направлений кристаллы делятся
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на три категории: высшую, среднюю и низшую.
У кристаллов высшей категории нет единичных направлений. Любому

направлению в кристалле высшей категории соответствуют другие сим-
метрично эквивалентные направления. Свойства в этих направлениях
должны быть одинаковы. Например, электропроводность, теплопровод-
ность, показатель преломления в этих кристаллах изотропны, а анизотро-
пия других свойств, таких как упругость, электрооптический эффект, го-
раздо слабее, чем у кристаллов других категорий. Внешние формы крис-
таллов высшей категории - куб, октаэдр, тетраэдр.

К средней категории относятся кристаллы, у которых есть одно особое
направление, а именно: одна ось симметрии порядка выше, чем 2. Анизот-
ропия проявляется в заметном различии свойств вдоль и поперек этой оси
симметрии. Характерные внешние формы: призмы, пирамиды и др.

К низшей категории относятся кристаллы, у которых нет осей симмет-
рии порядка выше, чем 2, а единичных направлений несколько. Ярко вы-
ражена анизотропия свойств.

Три категории разделяются на 7 сингоний.
• В сингонии объединяются те кристаллы, для которых одинакова сим-
метрия элементарных ячеек их структур и одинакова система осей ко-
ординат.
В кристаллографии пользуются всегда правой системой координат (рис.

4). Оси координат выбираются по осям симметрии или по нормалям к плос-
костям симметрии, а если нет ни тех, ни других (в низшей категории), то по
ребрам кристаллического многогранника (или по рядам кристаллической
решетки). Для каждой сингонии существует установленный порядок рас-
положения осей координат относительно элементов симметрии - правила
кристаллографической установки. Этот порядок важен, так как от распо-
ложения осей зависят кристаллографические индексы.

В высшей категории имеется одна сингония - кубическая, в средней ка-
тегории три - тетрагональная, тригональная и гексагональная, в низшей
категории также три - ромбическая, моноклинная и триклинная.

Оси координат, правила кристаллографической установки и элемен-
тарные ячейки всех сингоний изображены на рис. 12, 13, 14.

Для гексагональной и тригональной сингоний применяют одну и ту же

систему координат: единственная ось 3 или 3 (тригональная), 6 или 6
(гексагональная) принимается за ось Z; угол между осями X и Y составля-
ет 1200. Иногда по симметрии удобно добавлять четвертую ось U под уг-
лом 1200 к осям X и Y.

Для кристаллов тригональной сингонии можно также выбирать эле-
ментарную ячейку в форме ромбоэдра, который удобно представить как
куб, равномерно растянутый или сжатый вдоль одной из его простран-
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ственных диагоналей, так что  a b c= = ,  90= = ≠ °α β γ . Оси координат
идут по ребрам элементарного ромбоэдра.

В триклинной сингонии оси координат выбираются по ребрам крис-
таллического многогранника.

1.5. Классы симметрии
При анализе ряда явлений, которые можно назвать макроскопически-

ми, кристалл ведет себя как однородное сплошное тело. В этом случае
свойства кристалла зависят только от направления в нем. Сложная струк-
тура элементарной ячейки не важна при анализе оптических, тепловых и
упругих свойств кристаллов. Поэтому симметрия направлений, а потому
и макроскопических свойств кристалла определяется совокупностью его
осей и плоскостей симметрии.

•  Классом симметрии какого-либо объекта называют полную сово-
купность элементов симметрии этого объекта.
Понятие класса симметрии эквивалентно понятию точечной группы.
Множество различных элементов составляет математическую груп-

низшая категория
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b
а

c

2, 2

2, m

a b c
90

≠ ≠
= = = °α β γ

2, m

b
а

c

a b c
90α β γ

≠ ≠
≠ ≠ ≠ °

триклинная

Y
X

Z

Y
X

Z

Y

X

Рис. 14. Сингонии в низшей категории
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пу, если оно удовлетворяет ряду условий. Для множества симметричных
преобразований это следующие условия:

 1) два последовательно проведенных симметричных преобразования
эквивалентны третьему симметричному преобразованию;

2) конечный результат этих преобразований не зависит от очередности
их проведения (ассоциативный закон умножения);

3) существует единичный элемент - поворот вокруг оси первого порядка
- при умножении на который симметричное преобразование не меняется;

4) для любого симметричного преобразования существует такое об-
ратное преобразование, что их произведение эквивалентно повороту вок-
руг оси первого порядка.

Группа  называется  конечной,  если  содержит  конечное  число элемен-
тов, и бесконечной - в противном случае.

Конечные группы симметрии, включающие только точечные преобра-
зования, называются точечными. Группы симметрии, включающие точеч-
ные преобразования и трансляции, называются пространственными. Про-
странственные группы симметрии будут рассмотрены в дальнейших пунк-
тах.

В силу того, что число осей симметрии (а следовательно, и операций
симметрии) ограничено, то ограничено и число точечных групп. Симмет-
рия внешней формы кристаллических многогранников может быть описа-
на 32-мя точечными группами (классами симметрии).

Классом симметрии называется также совокупность кристаллов, при-
надлежащих одной и той же точечной группе.

В международной символике в символ группы входят не все элементы,
а  только те из них, которыми она полностью определяется (порождающие
элементы симметрии).

Распределение классов симметрии по сингониям:

Триклинная: 1, 1 .
Моноклинная: 2, m, 2/m
Ромбическая: 222, mm2, mmm

Тригональная: 3, 3 , 32, 3m, 3 m

Гексагональная: 6,  6, 6/m, 622, 6mm,  62m, 6/mmm

Тетрагональная: 4,  4, 4/m, 422, 4mm,  42m, 4/mmm

Кубическая: 23, m3,  43m, 432, m3m
Где использованы следующие обозначения:
n - ось симметрии n-го порядка (n = 2, 3, 4, 6)
n  - инверсионная ось симметрии,
m - плоскость симметрии,
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nm - ось симметрии n-го порядка и n плоскостей симметрии, проходя-
щих вдоль нее,

n/m - ось симметрии и перпендикулярная ей плоскость симметрии,
n2 - ось симметрии n-го порядка и n осей 2-го порядка, ей перпендику-

лярных,
n/mm - ось симметрии n-го порядка и плоскости m, параллельные и

перпендикулярные ей.
Позиция знака в символе также имеет свой смысл. Например, в выс-

шей категории символ 3 на втором месте означает четыре оси 3-го поряд-
ка, проходящие по биссектрисам координатных углов; символ 3 на пер-
вом месте в тригональной сингонии означает единичную ось 3-го порядка.

Большую роль играет понятие подгруппы. Группа является подгруп-
пой другой группы, если все элементы симметрии первой группы входят в
состав элементов симметрии второй группы, и если их множество само
образует группу.

32 кристаллографические точечные группы симметрии, в свою оче-
редь, являются подгруппами предельных групп симметрии (имеющих оси
симметрии бесконечного порядка).

Сейчас известно 20 тысяч кристаллических веществ. Металлы кристал-
лизуются почти исключительно в кубической и гексагональной сингониях.
Органические вещества, наоборот, - в низкосимметричных сингониях.

Класс m3m (19% известных кристаллических веществ): медь, серебро,
золото, алюминий, торий, палладий, свинец, германий, кремний, алмаз;
ионные кристаллы - NaCl, KCl, LiF, AgCl; квасцы, магнетит, флюорит и др.

Класс   43m  (2,5%): полупроводники со структурой сфалерита - ZnS,
GaAs, InSb, CaP, ZnTe и др.

Класс   3m (5%): корунд, кальцит, гематит, мышьяк, сурьма, висмут и
др.

Класс 2/m (22%): гипс, ортоклаз, тальк, слюды, нафталин, антрацен,
бура.

Классы 6, 3, 4 чрезвычайно бедны представителями, а в классе  6 крис-
таллизуется лишь одно вещество, да и то его структура недостоверна.

1.6. Принципы Неймана и Кюри
Основной принцип симметрии в кристаллофизике (принцип Неймана):
элементы симметрии любого физического свойства должны включать
элементы симметрии точечной группы кристалла.
Физическое свойство - это соотношение между определенными измери-

мыми величинами. Например, между приложенным напряжением и силой
тока - электропроводность; или между деформацией и механическим на-
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пряжением - упругость. Предположим, что мы хотим знать, обладает ли
данное физическое свойство каким-то элементом симметрии (допустим,
это будет ось 2). Для этого мы сначала измеряем это свойство по отноше-
нию к некоторым фиксированным осям. Затем действуем предполагаемым
элементом симметрии (поворачиваем кристалл вокруг оси симметрии на
1800) и снова измеряем свойство в тех же направлениях. Если соотноше-
ние между измеряемыми величинами не изменилось, то физическое свой-
ство обладает данным элементом симметрии.

Принцип Неймана, позволяющий соотносить симметрию кристаллов и
симметрию свойств, по существу является важнейшим для кристаллофи-
зики частным случаем более общего симметрийного принципа, установ-
ленного П.Кюри (принцип Кюри).

Прежде всего, П.Кюри показал, что у конечных фигур (геометричес-
ких) существует всего семь групп симметрии (так называемых предельных
групп). Смысл слова "предельный" означает, что тела вращения могут
рассматриваться как фигуры, получаемые в результате бесконечного уве-
личения числа граней многогранников. Предельные группы описывают
симметрию конуса, цилиндра и шара, получаемых из пирамиды (конус),
призмы (цилиндр) и объемных многогранников типа куба, октаэдра, доде-
каэдра и т.д. (шар).

• Предельными группами симметрии, или группами Кюри, называют-
ся точечные группы симметрии, содержащие оси симметрии бесконеч-
ного порядка. Их описание дано в табл. 2.

Таблица 2
Предельные группы симметрии

Группа ∞ Имеет ось симметрии бесконечного
порядка.
Полярна и энантиоморфна
(энантиоморфные фигуры можно
совместить только путем зеркального
отражения).
Является предельной для групп 6, 4, 3,
2, 1.

Группа ∞ m Имеет ось симметрии бесконечного
порядка и бесконечное число
продольных плоскостей симметрии.
Полярна, но не энантиоморфна.
Такой  симметрией обладает, например,
однородное электрическое поле E



(полярный вектор).

вращающийся
конус

покоящийся
конус

(полярный
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 Таблица 2 (продолжение)

Группа ∞ /m Имеет ось симметрии бесконечного по-
рядка и поперечную плоскость симмет-
рии. Ось симметрии неполярна, так как
оба конца можно совместить отражени-
ем в поперечной плоскости симметрии.
Такой симметрией обладает магнитное
поле кругового тока (аксиальный век-
тор).

Группа ∞ 2 Имеет бесконечное число поперечных
осей 2. Возможен энантиоморфизм. Та-
кая симметрия характерна для вращения
плоскости поляризации в анизотропной
среде: правое вращение остается пра-
вым, левое – левым, независимо от на-
правления наблюдения.

Группа ∞ /mmm Имеет ось симметрии бесконечного по-
рядка, одну поперечную и бесконечное
число продольных плоскостей симмет-
рии, бесконечное число поперечных
осей 2 и центр симметрии.
Такова симметрия одноосного растяги-
вающего или сжимающего механиче-
ского усилия.

Группа ∞ /∞ m Имеет центр симметрии и бесконечное
множество осей бесконечного порядка и
плоскостей симметрии.

Группа ∞ /∞ Не имеет плоскостей симметрии. Мно-
жество осей бесконечного порядка.

вращающийся
цилиндр

концы цилиндра
закручены в раз-
ные стороны

покоящийся
цилиндр

шар

радиусы шара
вращаются

Для геометрических фигур очевиден принцип суперпозиции, заключа-
ющийся в том, что симметрия двух (или многих) объектов, рассматривае-
мых как целое, является общей подгруппой групп симметрии этих объек-
тов, определяемой с учетом взаимного расположения их элементов сим-
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метрии. Иначе говоря, при соединении двух (или многих) не равных друг
другу симметричных фигур в одну составную, в последней остаются лишь
те элементы симметрии, которые являются общими для всех составляю-
щих фигур при заданном способе их размещения в пространстве. При сло-
жении квадрата и равностороннего треугольника так, как показано на
рис. 15, составная фигура будет обладать лишь общим элементом симмет-
рии - плоскостью симметрии.

3m 4mm

+ =

m

Рис. 15. Принцип суперпозиции для геометрических фигур

Принцип суперпозиции симметрии, распространенный на физические
явления, носит название принципа симметрии Кюри: когда различные
внешние воздействия или явления накладываются друг на друга, их
дисимметрии (нарушения симметрии) складываются. В результате ос-
таются лишь общие элементы симметрии.
По принципу суперпозиции симметрии, кристалл, находящийся под

влиянием внешнего воздействия, сохраняет лишь те элементы симметрии,
которые являются общими для кристалла в отсутствие воздействия и для
воздействия в отсутствии кристалла.

При воздействии на кубический кристалл класса m3m одноосного
механического растягивающего усилия (группа / mmm∞  ), приложенного
вдоль оси 4, остаются лишь общие элементы симметрии: одна ось 4, четы-
ре поперечные оси 2, четыре продольные и одна поперечная плоскость
симметрии m,  центр симметрии (рис. 16). Следовательно, кристалл, рас-
тягиваясь, приобретает симметрию класса 4/mmm (тетрагональная синго-
ния). Изменение симметрии можно обнаружить по пьезооптическому эф-
фекту.

Если приложить усилие к тому же кристаллу вдоль оси 3 (диагональ
куба), то он превратится в ромбоэдр   (тригональная сингония).
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+ =

m3m / mmm∞

механическое
усилие вдоль оси 4

/4 mmm

Рис. 16. Иллюстрация принципа суперпозиции Кюри

2. СИММЕТРИЯ СТРУКТУРЫ КРИСТАЛЛОВ

2.1. Элементы симметрии кристаллических структур
В структурах, как и в многогранниках, возможны плоскости симмет-

рии, простые и инверсионные оси симметрии 1, 2, 3, 4 и 6-го порядков. Но
кроме того, имеются элементы симметрии, возможные только в кристал-
лических структурах.

Характерный элемент симметрии бесконечных фигур - трансляция.
Сочетание трансляции с плоскостями и осями симметрии дает два новых

элемента  - плоскость скользящего отражения и винтовую ось симметрии.
• Плоскостью скользящего отражения называется совокупность со-
вместно действующих плоскости симметрии и параллельного ей пере-
носа на величину, равную половине периода трансляции вдоль плос-
кости.
Плоскостью скользящего отражения обладает, например, шахматная

доска (рис. 17). Чтобы совместить белый квадрат "1" с аналогичным бе-
лым квадратом "2", нужно перенести "1" на место черного квадрата над
ним и затем отразить его в плоскости b. Плоскости а и b - плоскости сколь-
зящего отражения, плоскость m - обычная плоскость симметрии.

На рис. 18 изображены плоскости скользящего отражения а, b в плос-
кой сетке структуры NaCl. В пространстве появляется еще одна плоскость
этого типа - с.

Плоскости скользящего отражения обозначаются пунктирными линия-
ми и символами а, b, с , когда скольжение направлено соответственно
вдоль осей X, Y, Z и величина его составляет а/2 вдоль оси X, b/2 - вдоль
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Y, c/2 - вдоль Z. На рис. 19 показаны действия осей m, a, b, c на фигурку в
форме запятой. При отражении в плоскости скользящего отражения с фигур-
ка перемещается на половину периода трансляции оси Z, перпендикулярной
к плоскости чертежа. Чтобы показать, что фигурка теперь расположена на
высоте с/2 над плоскостью чертежа, около нее ставится цифра "1/2".

a

b m

1

2

Рис. 17. Плоскости скользящего Рис. 18. Плоскости
отражения скользящего отражения в

плоской сетке структуры NaCl

a,b

a,bm c

1/2

Рис. 19. Обозначение  и действие плоскостейРис. 19. Обозначение  и действие плоскостей симметри

Существуют также плоскости скользящего отражения, в которых транс-
ляция последовательно осуществляется во взаимно перпендикулярных на-
правлениях  - это клиноплоскость и "алмазная" плоскость скользящего
отражения. В случае клиноплоскости (рис. 20) скольжение последовательно
осуществляется на величину а/2 вдоль оси X, а затем на c/2 - вдоль Z. Этот
элемент симметрии имеет, например, объемноцентрированная кубическая
ячейка. "Алмазная" плоскость характерна для структуры алмаза. В гране-
центрированной кубической ячейке алмаза атомы также заполняют в шах-
матном порядке центры квадрантов, на которые разбивается куб. В отли-
чие от клиноплоскости скольжение происходит последовательно на чет-
верть величины трансляций а и с (рис. 21).

и
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n

1/2

n

ОЦК - ячейка
Рис. 20. Клиноплоскость Рис. 20. Клиноплоскость

d

3/4

1/2

1/4

- атомы в центрах граней

1/2

ячейка структуры алмаза

Рис. 21. «Алмазная» плоскость

• Винтовой осью симметрии называется совокупность оси симметрии
и параллельного ей переноса, действующих совместно.
Различают правые и левые винтовые оси. Винтовая ось обознача-

ется двумя цифрами, например 41. Где 4 - порядок оси, индекс 1 - част-
ное от деления 1:4 - величина переноса вдоль оси.

На рис. 22 и рис. 23 показано действие и обозначение осей 21 и 31.
Чтобы понять отличие оси 21 от плоскости скользящего отражения,

представим себе, что фигурка в виде запятой на рис. 22  имеет две
стороны - черную и белую. При повороте на 1800  фигурка поворачи-
вается к нам белой стороной. При отражении же она осталась бы вид-
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на одной и той же
стороной - черной.

Винтовая ось
симметрии 31 есть
совместное дей-
ствие поворота на
1200 и переноса на
t/3 вдоль оси пово-
рота, где t - элемен-
тарная трансляция.
Поворот может
быть правым или

левым. Винтовая ось симметрии 32 -  совместное действие поворота на
1200 и переноса на 2t/3 вдоль оси поворота

Существуют также оси четвертого порядка - 41, 42, 43 ; и оси шесто-
го порядка - 61, 63, 65.

1/3 2/3

Рис. 23. Винтовая ось симметрии 31

2.2. Решетки Бравэ
Бравэ в 1848 г. показал, что все многообразие кристаллических струк-

тур можно описать с помощью 14-ти типов пространственных решеток.
Эти решетки называются решетками Бравэ.

Решетка Браве - дискретная совокупность точек (узлов решетки) с ра-
диус-векторами nR


 :

n 1 2 3R n a n b n c= + +
  

(1.1)
где n1 , n2, n3 принимают  всевозможные  целочисленные  значения,

, ,a b c
 - основная тройка трансляций.
• Примитивной элементарной ячейкой решетки Бравэ называется об-

21

1/2

Рис. 22. Винтовая ось симметрии 2Рис. 22. Винтовая ось симметрии 21
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ласть пространства, с помощью которой можно заполнить все простран-
ство без перекрытий и пустых промежутков, если подвергнуть ее транс-
ляциям на все возможные векторы решетки  nR


 . Примитивная  элемен-

тарная  ячейка  имеет минимальный объем и содержит один узел решет-
ки.
• Условной (или сложной) элементарной  ячейкой  называется  об-
ласть,  которая заполняет пространство без перекрытий и пустых про-
межутков при трансляциях на векторы, образующие некоторое под-
множество из совокупности векторов nR


  .

Для выбора элементарной ячейки решетки Бравэ используют 3 усло-
вия (перечисленных в порядке приоритета):

1) симметрия элементарной ячейки должна соответствовать наиболее
высокой симметрии кристалла;

2) элементарная ячейка должна содержать максимально возможное
количество прямых углов;

3) элементарная ячейка должна иметь минимально возможный объем.
В некоторых случаях, как это было уже указано выше, удобнее выби-

рать ячейки непримитивные.
На рис. 24 изображены различные ячейки (сложные и примитивные) в

плоской сетке. Рассмот-
рим соответствие этих
ячеек условиям, перечис-
ленным выше: ячейка 5
обладает наименьшей
площадью, но не удовлет-
воряет условию 1; ячейки
2, 3 - удовлетворяют ус-
ловию 1, но не удовлетво-
ряют 2; ячейка 4 удовлет-
воряет условию 1 и 3, не
удовлетворяет - 2; ячейки
1 и 6 обладают симметри-
ей сетки, содержат макси-

мальное количество прямых углов, но ячейка 6 обладает меньшей площа-
дью. Таким образом, только в ячейке 6 последовательно выполняются все
три условия, и она должна выбираться в качестве элементарной ячейки
сетки Бравэ.

Аналогично производится выбор ячейки и в пространственной решет-
ке Бравэ.

Для трехмерного пространства решетки Бравэ подразделяются на 4
вида:

1. Примитивные (P)

а

b

1 2

3

4
5

6

Рис. 24. Выбор ячейки БравэРис. 24. Выбор ячейки Бравэ
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2. Базоцентрированные (А, В, С)
3. Объемноцентрированные (J)
4. Гранецентрированные (F)
5. Ромбоэдрические (R).
Решетки Бравэ пространственных кристаллических структур приве-

дены в таблице 3.
Таблица 3

Решетки Бравэ

Синго-
ния

Примитив-
ная

Базоцентри-
рованная

Объемно-
центриро-

ванная

Гранецен-
трированная

трик-
линная

моно-
клинная

ромби-
ческая

триго-
нальная

ромбоэдри-
ческая

Синго-
ния

Примитив-
ная

Базоцентри-
рованная

Объемно-
центриро-

ванная

Гранецен-
трированная

гексаго-
нальная



2 6

Таблица 3(продолжение)
Тетра-
гональ-

ная

кубиче-
ская

Структуру  идеального  бесконечного  кристалла можно  описать, за-

давая  решетку  Браве   nR


 и  базис  -  совокупность  векторов rs


  , харак-
теризующих  расположение  атомов  внутри  элементарной ячейки (индекс
s нумерует атомы в элементарной ячейке). В случае, когда  кристалл  об-
разован анизотропными  молекулами,  в  базис, помимо  радиус-векторов

молекул  rs


, должны  быть  включены параметры, определяющие ориента-
цию молекул.

Таким образом, кристаллическая структура - это решетка Бравэ с бази-
сом (в простейшем случае базис состоит из одного атома). Кристалличес-
кую структуру можно также представить себе как несколько смещенных
относительно друг друга решеток Бравэ, получающихся из исходной ре-
шетки трансляциями на все возможные  векторы  базиса;  в  узлах решетки,

смещенной на  вектор  rs


 , расположены атомы, занумерованные индексом
s. Примеры кристаллических структур приведены на рис. 25 и рис. 26.

x

y

z

1

2

a
a

a

( )
1

2 x y z

r 0
ar e e e
2

=

= + +



   

Рис. 25. Структура NaCl: гранецентрированная кубическая решетка с двухточечным базисом из ионов

Рис. 25. Структура NaCl: гранецентрированная кубическая решетка с
двухточечным базисом из ионов Na+  и Cl-
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x

y

z

1

2

a
a

a
( )

1

2 x y z

r 0
ar e e e
4

=

= + +



   

Рис. 26. Структура алмаза: гранецентрированная кубическая решетка с двухточечным базисом из

Рис. 26. Структура алмаза: гранецентрированная кубическая решетка с
двухточечным базисом из атомов углерода

 2.3. Пространственные группы симметрии
Сочетание двух элементов симметрии конечной фигуры порождает тре-

тий элемент симметрии. Полный набор элементов симметрии конечной
фигуры составляет точечную группу симметрии, или класс симметрии.
Сочетание элементов симметрии бесконечной дискретной структуры так-
же приводит к появлению третьего элемента симметрии. Полный набор
элементов симметрии кристаллической структуры составляет простран-
ственную группу симметрии. Всего имеется 230 пространственных групп
симметрии.

Пространственная группа симметрии характеризует симметрию струк-
туры кристалла, так же как точечная группа характеризует симметрию
внешней формы кристалла и его физических свойств.

Пространственная группа определяется не только набором элементов
симметрии, но и схемой правильных систем точек.

Правильной системой точек называется совокупность симметрично
эквивалентных позиций (точек), связанных между собой симметричными
преобразованиями пространственной группы.

Знание правильной системы точек необходимо для того, чтобы устано-
вить число атомов разного типа, которые можно разместить в элементар-
ной ячейке. Атомы разного сорта не могут занимать одну правильную си-
стему точек.

В международном справочнике "Интернациональные таблицы по струк-
турной кристаллографии" для каждой пространственной группы изобра-
жены элементы симметрии и правильные системы точек.

В международном символе пространственной группы на первом месте
всегда стоит буква, обозначающая тип решетки Бравэ; далее - порождаю-
щие элементы симметрии, каждый на определенном месте. Примеры: 1)
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R3 c  означает, что кристаллическая структура имеет ромбоэдрический
тип решетки Бравэ и следующие порождающие элементы симметрии: ин-
версионная ось 3  и плоскости скользящего отражения с вдоль нее; 2)

F43m  - гранецентрированная кубическая решетка Бравэ и следующие

порождающие элементы симметрии: инверсионная ось  4 , параллельная
ребру элементарной ячейки, оси 3, направленные вдоль пространствен-
ных диагоналей куба, диагональная плоскость  симметрии.

3. КРИСТАЛЛОХИМИЯ

3.1. Эффективный радиус и координационное число
Кристаллохимия изучает связь структуры кристаллов с их физико-хи-

мическими свойствами.
• Под эффективным радиусом атома или иона понимается радиус сфе-
ры его действия, причем атом (ион) считается несжимаемым шаром.
Последовательность элементов в периодической системе Менделеева

соответствует последовательности заполнения электронных оболочек.
Эффективный радиус иона зависит от заполненности электронных оболо-
чек, но он не равен радиусу наружной орбиты. Для определения эффектив-
ного радиуса представляют атомы (ионы) в структуре кристалла как со-
прикасающиеся жесткие шары, так что расстояние между их центрами
равно сумме их радиусов. Атомные и ионные радиусы определены экспе-
риментально по рентгеновским измерениям межатомных расстояний и вы-
числены теоретически на основе квантово-механических представлений.

Размеры ионных радиусов подчиняются следующим закономерностям:
1. Внутри одной основной группы периодической системы Менделее-

ва радиусы ионов с одинаковым зарядом увеличиваются с возрастанием
атомного номера, поскольку растет число электронных оболочек, а зна-
чит, и размер атома.

2. Для одного и того же элемента ионный радиус увеличивается по
мере увеличения отрицательного заряда и уменьшается по мере увеличе-
ния положительного заряда. Радиус аниона больше радиуса катиона, по-
скольку у аниона имеется избыток электронов, а у катиона - недостаток.

3. Размеры атомов и ионов следуют периодичности системы Менделе-
ева; исключение составляют элементы от № 57 (лантан) до № 71 (люте-
ций), где радиусы атомов не растут, а равномерно уменьшаются (так на-
зываемое лантавидное сжатие), и элементы от № 89 (актиний) и дальше
(так называемое актинидное сжатие).

Резюмируя, можно сказать, что эффективный радиус иона зависит от
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атомного номера элемента и степени его ионизации.
• Координационным числом (к. ч.) данного атома (иона) называется
число ближайших однотипных соседних атомов (ионов) в кристалли-
ческой структуре. Если центры этих ближайших атомов или ионов
мысленно соединить друг с другом прямыми линиями, то они будут
являться ребрами координационного многогранника (к. м.).
 Атом, для которого строится координационный многогранник, нахо-

дится в центре многогранника. Координационный многогранник никак не
связан с внешней формой кристалла и не соответствует ей. В структуре
алмаза (рис. 26) число ближайших соседних атомов, т. е. к. ч., равно 4; к.
м. - тетраэдр (рис. 27а), а внешняя форма кристалла алмаза с естественной
огранкой - октаэдр.

В структуре каменной соли (рис. 25) к. ч.  ионов натрия по хлору равно
6. Каждый ион натрия окружен шестью ионами хлора, расположенными
по вершинам октаэдра. Такое же окружение характерно и для ионов хло-
ра относительно ионов натрия; к.м. - октаэдр (рис. 27б).

В гранецентрированной кубической структуре меди к. ч. = 12; к. м. -
кубоктаэдр (рис. 27в). В гексагональной структуре магния к. ч. = 12; к.м.
- гексагональный аналог кубоктаэдра.

а б

Рис. 27. Координационные многогранники. а – тетраэдр, б – октаэдр,
 в – кубоктаэдр

Для металлов характерно к. ч. = 12, для полупроводниковых кристал-
лов к. ч. = 4 или 6.

Для жидкостей координационное число определяется статистически
как среднее число ближайших соседей любого атома. По степени близос-
ти координационного числа жидкости к координационному числу крис-
талла судят о квазикристалличности жидкости.

3.2. Плотнейшие упаковки
Для устойчивости кристаллической структуры требуется условие ми-

нимума ее потенциальной энергии. При данной температуре у вещества в

в
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твердой фазе уровень свободной энергии наинизший по сравнению с жид-
кой и газообразной фазами. Одним из факторов, уменьшающих свобод-
ную энергию, является максимальное сближение структурных единиц, их
плотнейшая упаковка. Тенденция к осуществлению плотнейшей упаковки
свойственна всем типам кристаллических структур, но сильнее всего она
выражена в металлических и ионных структурах, где связи не направлены,
атомы или ионы можно считать сферическими. Стремление к минимуму по-
тенциальной энергии означает, что каждая частица должна взаимодейство-
вать с возможно большим числом других частиц; иначе говоря, координа-
ционное число должно быть максимальным. Чем больше координационное
число, тем больше и коэффициент компактности в структуре.

• Коэффициент компактности К - это отношение объема шаров к об-
щему объему (шары + пустоты).
На рис. 28 изображены плотно упакованные шары, занимающие все

свободное пространство. Каждый
шар соприкасается с шестью шара-
ми и окружен шестью лунками (пус-
тотами), а каждая из лунок - тремя
шарами. Обозначим шары буквами А,
лунки - буквами В и С: лунки В на
рисунке - треугольники, обращенные
вершинами вниз, С - вверх.

Как можно на этот плоский слой
наложить второй такой же плотно
упакованный слой? Очевидно, не име-
ет смысла накладывать шар на шар
(чередование А - А), так как при этом
упаковка не будет плотной; шары А

второго слоя следует уложить в лунки В или С - безразлично в которые.
Во втором слое образуются пустоты двух типов, различающиеся по

координационному окружению:
1. Над шаром первого слоя находится лунка второго слоя (или шар

второго слоя над лункой первого слоя). Пустота в обоих слоях окружена
четырьмя шарами, центры которых образуют правильный тетраэдр. Та-
кие пустоты называются тетраэдрическими Т (рис. 29а).

2. Лунка второго слоя находится над лункой первого слоя; пустота
окружена шестью шарами, располагающимися по вершинам октаэдра.
Соответственно пустоту называют октаэдрической О (рис. 29б).

Поскольку во втором слое имеется два типа пустот, шары третьего
слоя можно укладывать двояким путем: либо в лунки Т, либо в лунки О.
Если укладывать в Т, то каждый шар третьего слоя находится над шаром
первого слоя, получаем упаковку ...АВАВАВ... , либо ...АСАСАС... (что

А

В

С

Рис. 28. Плотно упакованный слой
шаров
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равнозначно). Если укла-
дывать в О, то третий
слой не повторяет пер-
вый, получим упаковку
...АВСАВС...

Упаковка ...АВАВ... -
гексагональная плотней-
шая упаковка (ГПУ). Ко-
эффициент компактности
равен 74,05 %, то есть
шары занимают около

3
4  объема. Каждый шар окружен 12-ю шарами: 6-ю в слое, 3-мя сверху и

3-мя снизу, следовательно, координационное число равно 12. Гексаго-
нальную плотнейшую упаковку имеют, например, магний, бериллий, цинк,
кадмий и др. Отношение параметров гексагональной элементарной ячей-
ки  ,c a 1 633≈ , хотя сами параметры с и а для разных веществ различ-
ны.

Упаковка ...АВСАВС... - кубическая плотнейшая упаковка (КПУ).
Соответствует гранецентрированной кубической решетке Бравэ (ГЦК).
Коэффициент компактности также равен 74,05 %, к.ч.=12 . Кубическую
плотнейшую упаковку имеют золото, медь, серебро, алюминий и др.

Только двухслойная и трехслойная упаковки являются плотнейшими,
у всех остальных коэффициент компактности < 74,05 %. Атомы или ионы
в объемно-центрированной кубической решетке немного менее плотно
упакованы, чем  в КПУ или ГПУ ( К= 68 %  ), и часто это высокотемпера-
турная форма металлов, которые более плотно упакованы при низких тем-
пературах. К примеру, натрий переходит из ГПУ в ОЦК выше 36 К. Ре-
шетка железа может быть либо ГЦК, либо ОЦК, в зависимости от темпе-
ратуры, тогда как металлы, такие как хром, всегда имеют ОЦК решетку.

В пустотах между шарами плотнейших упаковок металлов могут рас-
полагаться Si, C, O, H, N, образуя соответственно силициды, карбиды,
оксиды, гидриды, нитриды. Принцип плотнейшей упаковки остается спра-
ведливым и для ионных соединений: анионы образуют плотнейшую упа-
ковку, а катионы размещаются в пустотах. В структуре каменной соли
(рис. 25) анионы хлора образуют КПУ, а катионы натрия заполняют все
октаэдрические пустоты. ZnS кристаллизуется в виде сфалерита или вюр-
цита. Обе эти структуры можно рассматривать как плотнейшую упаков-
ку ионов серы (КПУ в случае сфалерита и ГПУ в случае вюрцита), в
которой ионы цинка занимают половину тетраэдрических пустот. Струк-
туры сфалерита и вюрцита имеют полупроводники типа АIIBVI или AIIIBV.

Рис. 29. Пустоты второго слоя. а - тетраэдрическая, б -

а б

Рис. 29. Пустоты второго слоя.
 а - тетраэдрическая, б - октаэдрическая
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Таким образом, идея плотнейших упаковок очень плодотворна при
описании известных и отыскании новых структур. Более крупные части-
цы в большинстве случаев укладываются по законам плотнейших упако-
вок, а сами структуры различаются по количеству и качеству заполнен-
ных пустот между шарами.

4. ОПИСАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ
КРИСТАЛЛОВ  С ПОМОЩЬЮ ТЕНЗОРОВ

4.1. Скаляры, векторы и тензоры второго ранга
Для однозначного описания физических свойств кристаллов, в отли-

чие от описания их внешней формы или структуры, используется более
удобная в этом случае система осей координат - кристаллофизическая (Ох1,
Ох2, Ох3). Она представляет собой правую декартову систему координат
(оси взаимно перпендикулярны, а масштабные отрезки равной длины).
Использование именно декартовой системы обусловлено тем, что уравне-
ния, выражающие физические законы, меняли бы свой вид в разных крис-
таллографических системах, а это неудобно. Расположение осей кристал-
лофизической системы Ох1, Ох2, Ох3 относительно осей кристаллографи-
ческой системы Ох, Оy, Оz принимается следующим:

Триклинная:
выбор осей Ох1, Ох2, Ох3 произволен;
Моноклинная:

Ох Оу2  ;

Тетрагональная, тригональная и гексагональная:

  Ох Оz Ох Оx3 1, ;
Ромбическая и кубическая:

Ох Оx Ох Оy Ох Оz1 2 3, ,  .

Если выбирается иное расположение осей, то это оговаривается особо.
О правилах выбора кристаллографических осей относительно элементов

симметрии говорилось ранее, эти правила изображены на рис. 12, 13, 14.
Физические свойства описываются скалярными, векторными или тен-

зорными величинами.
Скаляр -это величина, не связанная с направлением (температура, теп-

лоемкость, плотность и т. п.). Скаляр определяется заданием одного числа.
Вектор, в отличие от скаляра, имеет направление (сила, напряженность

поля, температурный градиент). Вектор можно определить, выбирая сис-
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тему координат  Ох1, Ох2, Ох3
и задавая компоненты векто-
ра вдоль каждой оси (коор-
динаты вектора):

 [ ], ,1 2 3E E E=E  .
Расширим понятие векто-

ра. Пусть электрическое
поле Е  действует на провод-
ник. Если проводник изотро-
пен и в нем выполняется за-
кон Ома, то вектор плотнос-

ти тока  j  параллелен  Е (рис. 30 а), поэтому можно записать:
σ=j E   (1.2)

где  σ - удельная проводимость.
В проекциях на выбранные оси координат выражение (1.2) запишется

следующим образом:

 ,  ,   .1 1 2 2 3 3j E j E j Eσ σ σ= = = (1.3)
Если проводник представляет собой кристалл, то соотношения (1.3)

усложняются, так как проводимость в кристалле анизотропна:

,
,
.

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

j E E E
j E E E
j E E E

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

= + +
= + +
= + +

(1.4)

Каждая компонента  j  теперь линейно зависит от всех трех компонент
E, поэтому вектор плотности тока в общем случае не совпадает по на-
правлению с напряженностью поля (рис. 30 б).

Для того, чтобы задать электропроводность кристалла, необходимо
задать девять коэффициентов:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

 
 
 
  

 . (1.5)

Выражение (1.5) обозначает тензор второго ранга,  ,  ,  ...11 12σ σ  - ком-
поненты тензора.

В общем случае, если свойство Т связывает два вектора

[ ], ,1 2 3p p p=p   и [ ], ,1 2 3q q q=q   таким образом, что

E

j

а

E j

б

Рис. 30. Соотношение между j  и E
 а – изотропный проводник

б – анизотропный проводник
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,
,
.

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

p T q T q T q
p T q T q T q
p T q T q T q

= + +
= + +
= + +

(1.6)

где T11, T 12,...- константы, то говорят, что  T11, T 12,... образуют тен-
зор второго ранга. В табл. 4 приведено несколько примеров свойств, опи-
сываемых тензорами второго ранга.

Таблица 4
Примеры тензорных свойств

Тензорное свойство Заданный вектор Индуцированный
вектор

теплопроводность температурный
градиент T∇

плотность теплового
потока q

диэлектрическая
проницаемость

напряженность
электрического поля

E

вектор
электрического

смещения D
магнитная

проницаемость
напряженность

магнитного поля H
вектор магнитной

индукции B

Уравнения (1.6) можно записать в виде:

  ( , , )
3

i ij j
j 1

p T q i 1 2 3
=

= =∑  . (1.7)

Теперь опустим знак суммирования

  ( , , , )i ij jp T q i j 1 2 3= =  . (1.8)
•  и введем правило суммирования: если в одном и том же члене ин-
декс повторяется дважды, то подразумевается суммирование по это-
му индексу.
Индекс j  в члене  Tijqj  встречается дважды - это индекс суммирования,

i - свободный индекс.
Тензор второго ранга описывает некоторую физическую величину,

которая не зависит от выбора системы координат. При замене осей физи-
ческая величина не меняется, меняется только способ ее представления.

Пусть в системе осей координат x1,x2,x3   тензор Т имел компоненты  Tij,

тогда в новой системе координат  , ,1 2 3x x x′ ′ ′   он будет иметь компоненты

ijT ′:
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 ij ik jl klT a a T′ = , (1.9)

где  ,ik jla a - направляющие косинусы новой системы координат

, ,1 2 3x x x′ ′ ′  .
В выражении (1.9)   i и j  - свободные индексы,  k и l  - индексы сумми-

рования. Развернем (1.9) сначала по одному, а потом по другому индексу
суммирования (порядок не имеет значения). Развертывая по   l , получаем:

ij ik j1 k1 ik j2 k 2 ik j3 k3T a a T a a T a a T′ = + +  . (1.10)
Дальнейшее развертывание по   k :

      

      .

ij i1 j1 11 i2 j2 21 i3 j1 31

i1 j2 12 i2 j2 22 i3 j2 32

i1 j3 13 i2 j3 23 i3 j3 33

T a a T a a T a a T

a a T a a T a a T

a a T a a T a a T

′ = + + +

+ + + +

+ + +
(1.11)

Каждой паре значений  i и j  соответствует одно такое уравнение. Та-
ким образом, уравнение (1.9) представляет собой совокупность девяти
уравнений, каждое из которых имеет девять членов в правой части.

• Определим тензор второго ранга как величину, описываемую в не-
которой системе координат  xi  девятью компонентами Ti j , которые

преобразуются при переходе к другой системе координат ix′ согласно
уравнениям (1.9).
Говоря о преобразовании компонент, мы предполагаем, что имеется

независимый способ, позволяющий найти компоненты в любой заданной
системе координат. Пусть, например, в некоторой системе координат мы
желаем измерить компоненты тензора удельной проводимости. Если при-

ложить поле вдоль оси  x1 , то есть [ ], ,1E 0 0=E  , то компоненты плотно-
сти тока будут равны:

,
,
.

1 11 1

2 21 1

3 31 1

j E
j E
j E

σ
σ
σ

=
=
=

(1.12)

Измеряя ток в направлении трех осей, мы определим компоненты

, ,11 21 31σ σ σ . Аналогично, прикладывая поле вдоль оси  x2 (или x3 ), мы

можем определить  , ,22 12 32σ σ σ  (или соответственно , ,33 13 23σ σ σ   ).
Если теперь повернуть систему осей координат относительно анизотроп-



3 6

ного проводника, то описанным образом можно определить и новые ком-

поненты ijσ ′  . Если для  ijσ  и    ijσ ′  выполняется соотношение (1.9), то
удельная проводимость - тензор. Таким образом, физическая величина (про-
водимость) меняет только наш способ ее представления (значения компо-
нент тензора), но сама по себе не зависит от выбора системы координат, то
есть, будучи измерена в какой-либо координатной системе, может быть
пересчитана для любой другой координатной системы с помощью соотно-
шения (1.9).

• Тензор  ijT    является симметричным, если ij jiT T=  .

• Тензор   ijT    является антисимметричным, если   ij jiT T= − .

Большинство физических свойств кристаллов описываются симметрич-
ными тензорами.

4.2. Характеристическая поверхность
Найдем геометрическую интерпретацию симметричного тензора вто-

рого ранга.
Общее уравнение поверхности второго порядка с центром в начале

координат записывается следующим образом:

ij i jS x x 1=  , (1.13)

где Si j - постоянные коэффициенты.
Можно доказать, что коэффициенты   поверхности второго порядка

преобразуются при переходе к новым осям подобно компонентам тензо-
ра второго ранга.

• Поверхность, задаваемая уравнением (1.13), называется характе-

ристической поверхностью второго порядка для тензора [ ]ijS  .
Поверхности второго порядка обладают главными осями - это три

ортогональных направления, по отношению к которым уравнение по-
верхности (1.13) имеет простую форму:

 2 2 2
1 1 2 2 3 3S x S x S x 1+ + = . (1.14)

Если все три коэффициента S положительны, то поверхность является
эллипсоидом (рис. 31 а); если два коэффициента положительны, а один
отрицателен - однополостным гиперболоидом (рис. 31б); если один коэф-
фициент положителен, а два отрицателен - двуполостным гиперболои-
дом (рис. 31в); если все три коэффициента отрицательны, то поверхность
есть мнимый эллипсоид.
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x1

x2

x3

2

x3

x2

x3

а

б

в

Рис. 31. Характеристические поверхности тензора второго ранга.
 а – эллипсоид, б – однополостный гиперболоид, в – двуполостный гиперболоид

Тензор [ ]ijS  , преобразованный к главным осям, имеет вид:

 

1

2

3

S 0 0
0 S 0
0 0 S

 
 
 
  

. (1.15)

Числа   , ,1 2 3S S S  называют главными компонентами тензора  [ ]ijS
или свойства, которое он описывает.

Полуоси характеристической поверхности имеют длину 11 S  ,

21 S  , 31 S .
Преимущество приведения к главным осям заключается в значитель-

ном упрощении уравнений. Если  [ ]ijS  - симметричный тензор, то уравне-

ние i ij jp S q=  при приведении к главным осям принимает вид:

,  ,  1 1 1 2 2 2 3 3 3p S q p S q p S q= = =  . (1.16)
Рассмотрим пример с тензором удельной проводимости. При приведе-

нии к главным осям закон Ома будет иметь вид:

,  ,  1 1 1 2 2 2 3 3 3j E j E j Eσ σ σ= = =  , (1.17)

где  , ,1 2 3σ σ σ - главные проводимости.
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Если поле E  направлено по оси x1 , то

,  1 1 2 3j E j j 0σ= = = . (1.18)
Как видно из (1.18), вектор плотности тока в этом случае параллелен

вектору напряженности поля. Вообще, если поле направлено вдоль любой

из трех главных осей, то j E  .

Пусть вектор напряженности лежит в плоскости  x1x2:  [ , , ]1 2E E 0=E .
Тогда

,  ,  1 1 1 2 2 2 3j E j E j 0σ σ= = =  . (1.19)
Этот случай изображен на рис. 32. Хорошо видно, что вектора плотно-

сти тока и напряженности непараллельны вследствие неравенства компо-

нент тензора  ijσ : 1 2σ σ≠  .

j2

j1

E2

E1

E
j

0

x2

x1

Рис. 32. Анизотропия проводимости

Определим и произведем расчет величины, характеризующей физичес-
кое свойство в данном направлении также на примере удельной проводи-
мости.

Проводимость σ   в направлении вектора напряженности E  опреде-
ляется как параллельная  E  компонента вектора плотности тока  j, делен-
ная на модуль  E :

σ = j E  . (1.20)

Это определение возникает потому, что именно параллельная состав-
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ляющая находится из эксперимента. На рис. 33 изображена схема измере-
ния проводимости металлического кристалла. Кристалл помещен между

параллельными плоскими
электродами. Ориентация
кристаллографических осей
относительно электродов
произвольна. Измерив силу
тока и напряжение, можно
определить сопротивление,
а зная сечение и длину крис-
талла, - и удельную прово-
димость. Полученная про-
водимость и есть проводи-
мость в направлении прило-
женного электрического
поля.

• Если  i ij jp S q= , то для нахождения величины  S , характеризующей

свойство  [ ]ijS  в определенном направлении, нужно приложить q  в

этом направлении и измерить величину  p q ; здесь   p - компонен-

та   p параллельная q  .
Выведем аналитическое выражение для значения электропроводности

в заданном направлении.
Рассмотрим случай, когда тензор приведен к главным осям. Пусть за-

данное направление имеет направляющие косинусы , ,1 2 3l l l  .Тогда век-
тор напряженности поля, совпадающий с заданным направлением, имеет

координаты [ , , ]1 2 3l E l E l E=E   , вектор плотности тока в соответствии с

(1.17) имеет координаты [ , , ]1 1 2 2 3 3l E l E l Eσ σ σ=j  . Параллельная со-
ставляющая плотности тока равна скалярному произведению  j на l :

j j l j l j l l E l E l E= + + = + +1 1 2 2 3 3 1
2

1 2
2

21 3
2

3σ σ σ (1.21)

Тогда проводимость в направлении  l  :
σ σ σ σ= = + +j E l l l1

2
1 2

2
21 3

2
3 (1.22)

Аналогичным образом можно показать, что в случае, когда тензор при-
веден к произвольным осям, проводимость в направлении  l  равна:

ij j il lσ σ=  . (1.23)

V

A

Рис. 33. Измерение проводимости в
данном направлении
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Характеристическая поверхность обладает полезными геометрически-
ми свойствами.

• Длина r  любого радиуса-вектора характеристической поверхности
второго порядка обратна корню квадратному из величины S , характе-
ризующей физическое свойство в том же направлении.

• Если i ij jp S q=  , то направление p   для заданного q  можно найти
построением параллельного  q  радиуса-вектора  OP характеристи-
ческой поверхности и затем восстановлением нормали к этой поверх-
ности.
Последнее правило проиллюстрировано на рис. 34.

О

P

p

q

касательная
плоскость

Рис. 34. Свойство радиуса-вектора и нормали характеристической

Рис. 34. Свойство радиуса-вектора и нормали характеристической поверхности
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