
Учебное пособие

Т.А. Вержбалович, Ю.С. Малышева

ЭЛЕМЕНТЫ
ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА

ЭЛЕМЕНТЫ
ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА

ISBN 978-5-4217-0303-7

9 785421 703037 41-71-07

Курганский
государственный

университет

редакционно-издательский
центр



МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 

высшего профессионального образования  

«Курганский государственный университет» 

 

 

 

 

 

Т.А. Вержбалович, Ю.С. Малышева 

 

 

ЭЛЕМЕНТЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

 

 

 

 

Учебное пособие  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Курган 2015 



 2 

УДК  517.98 (075.8) 

ББК 22.162 я73 

В 31 

Рецензенты 

кафедра высшей и прикладной математики Уральского государственного 

университета путей сообщения, доктор физ.-мат. наук, профессор, зав. 

кафедрой Г.А. Тимофеева;  

канд. физ.-мат. наук, доцент, зав. кафедрой математики и прикладной 

информатики филиала ОУП ВПО «АТиСО» С.В. Косовских. 

 

Печатается по решению методического совета Курганского 

государственного университета. 

 

Вержбалович Т. А., Малышева Ю. С.  

Элементы функционального анализа: учебное пособие. – Курган : Изд-во 

Курганского гос. ун-та, 2014. – 65 с. 

 

В учебном пособии раскрываются основные понятия и теоремы 

теории множеств, теории метрических и топологических пространств. 

Материал обеих глав сопровождается упражнениями для самоконтроля, к 

которым даны ответы и пояснения. 

Издание необходимо для подготовки инженеров по различным 

направлениям и дальнейшего изучения математической логики, 

функционального и гармонического анализа. 

Рис. –15, библиограф. –18 назв. 

УДК  517.98 (075.8) 

ISBN 978-5-4217-0303-7     ББК 22.162 я73 

 

 Курганский  

    государственный 

    университет, 2015 

 Вержбалович Т.А.,  

    Малышева Ю.С., 2015 



 3 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Идеи функционального анализа всё чаще применяются в различных 

областях современной математики. Они позволяют с единых позиций 

взглянуть на старые классические методы, которые во многих случаях ка-

зались громоздкими и искусственными. 

Однако использование аппарата функционального анализа для реше-

ния конкретных задач обычно вызывает определённые трудности. Как нам 

представляется, в приобретении необходимых навыков в этом направле-

нии большую пользу может принести решение специально подобранных 

задач. 

В данной работе доступно изложены  первоначальные основы теории 

множеств и метрических пространств, необходимые для подготовки ин-

женеров по различным направлениям и дальнейшего изучения математи-

ческой логики, функционального и гармонического анализа, предназна-

ченные для читателей со скромной математической подготовкой. В преде-

лах каждой излагаемой темы мы вынуждены быть максимально краткими, 

и ограничиться лишь выяснением наиболее важных вопросов. 

Учебное пособие содержит достаточно много примеров и задач раз-

личного уровня сложности, иллюстрирующих теорию. Ко всем упражне-

ниям приведены ответы, а в отдельных случаях подробные указания. 
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Глава I. Элементы теории множеств 

Как математическая дисциплина теория множеств была создана 

немецким математиком Г. Кантором1 и впоследствии стала фундамен-

тальным и универсальным языком математики и информатики. 

 

1 Определения и способы задания множеств. Понятие «множе-

ство» является в математике одним из первичных, так как оно не содер-

жит иных математических понятий, логически предшествующих ему. По-

этому достаточно дать первоначальную интуитивно ясную трактовку это-

го понятия. Как всякое первичное определение теории определение мно-

жества содержит другие неопределенные понятия, в понимании которых 

либо не возникает существенных разногласий, либо последние не приво-

дят к принципиально новым следствиям. 

По Кантору, МНОЖЕСТВО М есть любое собрание определенных и 

различных между собой объектов, мыслимое как единое целое. Объедине-

ние отдельных объектов в множество и создание соответствующих обоб-

щающих понятий – важный мыслительный процесс, определяющий новый 

качественный уровень представлений об объектах и способах их изуче-

ния. 

Объекты, составляющие множество М, называются ЭЛЕМЕНТАМИ 

множества М. Обычно множества обозначаются прописными буквами ла-

тинского алфавита: A, B, C, …, X, Y, Z (возможно, с индексами), а их эле-

менты – соответствующими строчными буквами: a, b, c, …, x, y, z (воз-

можно, с индексами). Стандартные обозначения некоторых числовых 

множеств:  

N – множество натуральных чисел; 

Z – множество целых чисел; 

Q – множество рациональных чисел; 

R – множество действительных (вещественных) чисел; 

∅  – пустое множество. 

                                                 
1 Кантор, Георг (1845-1918), немецкий математик, наиболее известен как создатель теории 

множеств и теории трансфинитных чисел.  
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Принадлежность элемента a множеству А обозначается в виде а∈А, 

где ∈  – знак отношения принадлежности а к А. Если некоторый объект х 

не является элементом множества А, то это обозначается в виде х∉А. 

Например, ∉π  Q. 

Следует подчеркнуть, что все элементы множества различны, то есть 

в нём нет совпадающих элементов.  

Множество считается заданным, если относительно любого объекта 

можно установить, является он элементом этого множества или нет.  

Наиболее часто используются следующие способы задания мно-

жеств: 

1) перечисление список всех элементов множества, заключенных в 

фигурные скобки. Например:  

- {лебедь, рак, щука} или {скрипка, альт, виолончель, контрабас}; 

- {а} – одноэлементное множество. 

2) указание характеристических свойств, которыми должны обладать 

все элементы множества и только они: A={x P(x)}, где P(x) – описание 

свойств, которыми обладают элементы х∈А. Например: 

- {x x – чётное}; 

- {y y – студент КГУ}; 

- {x x2+1=0}, здесь свойство P(x) – быть решением указанного урав-

нения; 

- в математическом анализе, где множества обычно задаются в виде 

числовых промежутков, приняты собственные обозначения последних, 

например: {x 1<x≤2}=(1;2]. 

3) указание порождающей процедуры – описание способа получения 

элементов множества (из уже полученных или из других объектов). 

Например:  

- {x x= ∈π+π kk ,2/ Z}; 

- {x x=2k, ∈k N}; 
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- F={fk  fk= fk-1 +fk-2; k =3,4,…; f1=1, f2=2} – множество чисел Фибо-

наччи2  

F={1, 2, 3, 5, 8, 13, … }. 

В связи с двумя последними способами задания множеств в матема-

тике рассматривают так называемые 1) РАЗРЕШАЮЩИЕ и 2) ПОРОЖ-

ДАЮЩИЕ процедуры. Первые позволяют установить, является ли произ-

вольно данный объект элементом множества; вторые – указать все эле-

менты, принадлежащие данному множеству. Одна и та же процедура, во-

обще говоря, может решать обе задачи или только одну. 

 

2 Конечные и бесконечные множества. Множество называется 

КОНЕЧНЫМ, если существует некоторое натуральное n, являющееся 

числом его элементов. Число элементов в конечном множестве А называ-

ется МОЩНОСТЬЮ множества А и обозначается А . 

В противном случае бесконечное множество. 

Примерами бесконечных множеств являются: N, Q, R, Z, и т.д.  

Пустое множество будем относить к конечным, при этом =0. 

Сравнительное изучение различных множеств приводит к следую-

щим определениям. 

Множество А называется ПОДМНОЖЕСТВОМ множества В, если 

всякий элемент множества А является также и элементом множества В. 

Определенное таким образом соотношение двух множеств обозначается в 

виде: А⊆В, где ⊆  – знак ВКЛЮЧЕНИЯ. При этом иногда говорят, что В 

содержит или покрывает А.  

Например: N⊆Z, Z⊆Q, Q⊆R. 

Два множества РАВНЫ в том и только в том случае, когда они со-

стоят из одних и тех же элементов, другими словами, если и только если 

всякий элемент одного множества является и элементом другого. Равен-

ство множеств имеет общепринятое обозначение: А=В. Тогда, напротив, 

неравенство двух множеств А и В можно обозначить в виде А≠В.  

                                                 
2
 Числа Фибоначчи – числовая последовательность, первые два элемента которой равны 1, а 

каждый последующий равен сумме двух предыдущих: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 

233, 377, 610, 987, … Эти числа ввёл в 1202 г. Леонардо Фибоначчи, также известный как 

Леонардо Пизанский (1170-1250). 
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Очевидно, что А=В, если и только если А⊆В и В⊆А. Этот вариант 

определения равенства дает типичный двусторонний метод доказатель-

ства равенства двух множеств (сначала «в одну сторону» – А⊆В, а затем 

«в другую сторону» – В⊆А). 

Отметим основные и очевидные свойства отношения включения: 

1) А⊆А; 

2) если А⊆В и В⊆С, то А⊆С; 

3) ∅ ⊆А. 

Рассмотрим различные подмножества некоторого множества. Если 

А⊆В и А≠В, то А называется СОБСТВЕННЫМ (ИСТИННЫМ, СТРО-

ГИМ) подмножеством множества В. Это отношение обозначается в виде: 

А⊂В, где ⊂  – знак СТРОГОГО ВКЛЮЧЕНИЯ. Учитывая отмеченные 

выше свойства 1) и 2) отношения нестрогого включения, формально мож-

но утверждать, что каждое непустое множество А содержит по крайней 

мере два различных подмножества- А и ∅ , которые называются НЕСОБ-

СТВЕННЫМИ подмножествами. 

В принципе, можно рассматривать все подмножества данного мно-

жества А. Множество всех подмножеств множества А называется МНО-

ЖЕСТВОМ-СТЕПЕНЬЮ (или БУЛЕАНОМ) и обозначается в виде Р(А) 

(или В(А)). 

 

3 Взаимно-однозначное соответствие множеств. Счетные и не-

счетные множества. Наряду с равенством множеств важным инструмен-

том сравнительного изучения множеств является взаимно-однозначное 

соответствие между множествами. 

Два множества можно поставить во ВЗАИМНО-ОДНОЗНАЧНОЕ  

соответствие, если каждому элементу множества А можно поставить в со-

ответствие один элемент множества В так, чтобы при этом и каждый эле-

мент множества В соответствовал какому-нибудь одному элементу мно-

жества А. 

Например, стадо из 4 коз и роща из 4 деревьев могут быть поставле-

ны во взаимно-однозначное соответствие, если привязать к каждому дере-
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ву по одной козе. При иных попытках (например, привязать всех коз к од-

ному дереву) взаимно-однозначного соответствия не получить. 

Множества А и В, между элементами которых можно (в принципе) 

установить взаимно-однозначное соответствие, называются ЭКВИВА-

ЛЕНТНЫМИ. 

Примеры:  

1) А ={ а а=n2, n ∈N}={1, 4, 9, …, n2, …} и N – эквивалентны: каж-

дый элемент n ∈N, имеет единственный соответствующий элемент 
n

a  = n2 

∈ А, каждый 
n

a ∈ А, имеет единственный соответствующий элемент 

n=
n

a ∈N, то есть установлена взаимно-однозначная связь 
n

a ↔  n между 

элементами данных множеств. 

2) множество точек отрезков X=[0;1] и Y=[0;2] эквивалентны. Вза-

имно-однозначная связь элементов x ↔  y из этих множеств следует из 

приведенного рисунка 1: y=2x, х=y/2. 

3) множество точек интервала (0; π ) эквивалентно R. Взаимно-

однозначное соответствие элементов этих множеств иллюстрируется на 

рисунке 2. 

 
                                                                                        r=1       

          x                                                                            x 

0                    1                  

0                   y         2                                                                     y           R 
             

Рисунок 1 – Иллюстрация  

эквивалентности  отрезков 

 для примера 2 

Рисунок 2 – Иллюстрация  

взаимно-однозначного  соответствия 

элементов интервала (0; π )  

и множества R 

 

Таким образом, оказывается, что бесконечные множества могут 

иметь собственные подмножества, эквивалентные себе. Аналога этому в 

конечных множествах не существует: КОНЕЧНОЕ МНОЖЕСТВО НЕ 

МОЖЕТ БЫТЬ ЭКВИВАЛЕНТНО СВОЕМУ СТРОГОМУ ПОДМНО-

ЖЕСТВУ. 

Эквивалентные конечные множества имеют одинаковые мощности 

( А = B ), то есть РАВНОМОЩНЫ. Очевидное для конечных множеств 
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понятие равномощности может быть обобщено и на случай бесконечных 

эквивалентных множеств. Тогда пары эквивалентных множеств в приве-

денных выше примерах 1), 3) равномощны, и для них формально можно 

записать А = N , X = Y , )(0;π = R .Таким образом, в случае бесконечных 

множеств СОБСТВЕННОЕ ПОДМНОЖЕСТВО МОЖЕТ ОКАЗАТЬСЯ 

РАВНОМОЩНЫМ ИСХОДНОМУ МНОЖЕСТВУ: А⊂В, но А = B . Та-

кого аналога в конечных множествах нет, где из А⊂В обязательно следу-

ет А < B  (часть меньше целого). 

Множество, эквивалентное N, называется СЧЁТНЫМ. Элементы 

счётного множества можно «пронумеровать» числами 1, 2, 3, … Счётные 

множества, как и N, являются простейшими из бесконечных множеств. 

Примеры: 

1) множество Z всех целых чисел счётно. Взаимно-однозначное со-

ответствие множеств Z и N может быть установлено следующим образом 

 

N 1 2 3 4 5 …, 

Z 0 1 -1 2 -2 …, 

 

при котором нумерация элементов множества Z реализуется формулой 








−−−

−
=

.,2/)1(

,,2/

нечётноnеслиn

чётноnеслиn

z
n

 

2) множество Q+ всех положительных чисел вида p/q, p, q ∈ N счёт-

но. Для доказательства этого утверждения построим таблицу 1. 

 

Таблица 1 – Иллюстрация взаимно-однозначного соответствия  

положительных рациональных и натуральных чисел 

p/q 1 2 3 4 … 

1 1/1 1/2 1/3 1/4 … 

2 2/1 2/2 2/3 2/4 … 

3 3/1 3/2 3/3 3/4 … 

4 4/1 4/2 4/3 4/4 … 

… … … … … … 
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Очевидно, что таблица 1 содержит все положительные рациональные 

числа, то есть всё множество Q+. Нумерацию рациональных чисел, реали-

зующую взаимно-однозначное соответствие множества Q+ и натурального 

ряда N, осуществим по мере обхода элементов таблицы по специальному 

маршруту: производим нумерацию элементов в пределах одной рамки, 

начиная с самой внутренней, содержащей единственный элемент – 1/1, а 

затем переходим к следующей рамке. При переходе от одной рамки к дру-

гой, её окаймляющей, проверяем принадлежность её элементов из окайм-

ления всем предыдущим рамкам, в которых элементы уже занумерованы. 

Если очередной проверяемый элемент из текущей рамки совпал с каким-

либо из занумерованных, то этот (проверяемый) элемент пропускается (то 

есть не нумеруется и не включается в результирующий список множества 

Q
+ в полном соответствии с определением множества). Таким образом, 

получается ряд, содержащий все рациональные числа: 1/1, 2/1, (2/2), 1/2, 

3/1, 3/2, (3/3), 2/3, 1/3, 4/1, (4/2), 4/3, (4/4), 3/4, (2/4), 1/4, …, исключая из 

которого повторно появляющиеся числа (в скобках), получаем искомую 

нумерацию положительных рациональных чисел: 

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 … 
Z 1 2 1/2 3 3/2 2/3 1/3 4 4/3 3/4 1/4 … 

Поскольку все уже пронумерованные рамки, как и текущая, всегда 

конечны, изложенная (порождающая) процедура нумерации элементов 

таблицы на каждом шаге не имеет никаких принципиальных ограничений 

и, таким образом, устанавливает эквивалентность результирующего мно-

жества и натурального ряда. 

Возникает естественный вопрос: существуют ли бесконечные мно-

жества, не являющиеся счётными, то есть НЕСЧЁТНЫЕ множества, кото-

рые невозможно поставить во взаимно-однозначное соответствие с мно-

жеством N натуральных чисел? Ответ на этот вопрос дает следующая тео-

рема. 

ТЕОРЕМА  (Г. Кантор, 1874.) Множество всех действительных чи-

сел интервала (0;1) несчётно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Любое число х ∈ (0;1) представимо в виде ко-

нечной или бесконечной  десятичной дроби вида 

0,a1 a2 a3…, где ai ∈ {0, 1, …,9}. 



 11 

Предположим противное: множество (0;1) счётно. Тогда все его эле-

менты можно привести во взаимно-однозначное соответствие с N: 

1 ↔  0,a11 a12 a13… 

2 ↔  0,a21 a22 a23… 

3 ↔  0,a31 a32 a33… 

… 

Составим число 0,a11 a22 a33… и преобразуем его по правилу aii →  9- 

aii = a/

ii, в результате чего получим число a=0,a/

11 a
/

22 a
/

33… Поскольку все 

a/

ii ∈ {0, 1, …,9}, то a  ∈ (0;1). Однако a  не принадлежит счетной таблице, 

поскольку оно отлично от любого содержащегося в ней числа: от первого 

числа a  наверняка отличается цифрой a/

11, от второго – цифрой a/

22 и т.д. 

Отсюда следует, что таблицы, покрывающей всё множество (0;1), постро-

ить нельзя, то есть невозможно занумеровать все числа из интервала (0;1). 

Таким образом, множество (0;1) несчётно.  

СЛЕДСТВИЕ. Поскольку множество (0;1) можно привести во взаим-

но-однозначное соответствие с любым из интервалов (а;b), то любое мно-

жество (а;b) также оказывается несчётным. 

Несчётным оказывается и всё множество действительных чисел R.  

Мощность отрезка [ ]1;0  (как и мощность любого отрезка из R и са-

мого R) называется КОНТИНУУМОМ, а эквивалентные множества такой 

мощности – КОНТИНУАЛЬНЫМИ. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Метод доказательства континуальности множества 

[ ]1;0  называется ДИАГОНАЛЬНЫМ методом Кантора. 

Нетрудно доказать следующие утверждения: 

1) всякое бесконечное множество имеет счётное подмножество; 

2) всякое подмножество счётного множества конечно или счётно. 

 

4 Операции над множествами и диаграммы Эйлера-Венна. Рас-

сматриваемые ниже основные операции над множествами суть методы 

получения (правила КОМПОЗИЦИИ) новых и более сложных множеств 

из заданных. Обращение этих правил дает правила ДЕКОМПОЗИЦИИ – 

методы разложения сложных множеств на более простые, мощный ин-

струмент анализа и изучения сложных множеств. 
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Пусть даны два множества А и В. 

ПРЯМЫМ (ДЕКАРТОВЫМ) произведением множеств А и В называет-

ся множество, обозначаемое в виде А ×  В, всех различных упорядоченных 

пар (а,b) таких, что а ∈ А, b ∈ В:  

А ×  В= {(а,b)  а ∈ А, b ∈ В}. 

Пример. A={до, ре, ми}, В={бемоль, диез}, А ×  В= {(до-бемоль), 

(до-диез), (ре-бемоль), (ре-диез), (ми-бемоль), (ми-диез)}. 

Еще раз следует подчеркнуть, что А ×  В≠В ×  А, то есть порядок сле-

дования элементов в записи пары является важным и (а,b) ≠ (b,a). 

В частном случае, когда декартовы сомножители совпадают: А=В, 

имеем А×А= А2.  

Пример. R2 – множество точек плоскости с координатами (x;y), x∈R, 

y∈R. 

ОБОБЩЕНИЕ. В= А1×  А2×… ×Аn – декартово произведение n мно-

жеств А1, А2, …, Аn. Элементами множества В являются упорядоченные по-

следовательности (a1, a2, …, an) ∈B, где ai∈ Аi (i=1, 2, .., n) – КОРТЕЖИ дли-

ны n или «ЭНКИ» (n-ки) или ВЕКТОРЫ размерности n. Если 

А1=А2=…=Аn=А, то В=Аn.  

Пример. Rn – множество точек n-мерного пространства. 

ТЕОРЕМА. Пусть А1, А2, …, Аn – конечные множества, и 
11

mА = , 

22
mА = , …, 

nn
mА = . Тогда nn mmmААА ⋅⋅⋅=××× ......

2121
. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По индукции  при n=1 теорема верна: 11 mA = . 

Пусть она верна для km = , то есть =⋅⋅⋅=××× kk AAAААА ...... 2121  

kkmmm µ=⋅⋅⋅= ...21 . Множество 
k

ААА ××× ...

21
 состоит из 

k
µ  кортежей 

(a1, a2, …, ak), где ai∈ Аi (i=1, 2, …, k). К каждому из этих кортежей припишем 

некоторый элемент ak+1∈ А k+1, тогда получим 
k

µ  кортежей (a1, a2, …, ak, 

ak+1). Если же взять другой элемент a/

k+1∈ А k+1 и приписать его к каждому 

кортежу (a1, a2, …, ak), то получим другой набор, состоящий из 
k

µ  кортежей 

(a1, a2, …, ak, a
/

k+1). Очевидно, всего различных таких приписываний можно 

сделать 
11 ++

=
kk

Аm  раз, каждый раз получая новые наборы по 
k

µ  кортежей. 

Всего таким образом различных кортежей (a1, a2, …, ak, ak+1) будет 
1+

⋅µ
kk

m ; 

каждый из этих кортежей – элемент множества 
121

...

+
××××

kk
АААА , и это 
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множество не содержит никаких других кортежей! Таким образом, 

1211121
......

+++
⋅⋅⋅⋅=⋅µ=××××

kkkkkk
mmmmmАААА , ч.т.д. 

СЛЕДСТВИЕ: nn
АА = . 

На основе доказанной теоремы может быть доказана следующая тео-

рема. 

ТЕОРЕМА. Конечное множество А мощностью nА =  имеет 2n различ-

ных подмножеств (включая ∅  и А). То есть мощность множества-степени 
Аn

АP 22)( == . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Занумеруем все элементы множества А номерами 

от 1 до n, то есть А={a1, a2, …, an}. Некоторое подмножество S множества 

А опишем последовательностью n нулей и единиц (е1, е2, …, еn)=е  по пра-

вилу: еi=1, если ai ∈ S; еi=0, если ai ∉ S. Тогда множество-степень )(АP  и 

множество Е всевозможных последовательностей е находятся во взаимно-

однозначном соответствии. В частности, множеству А соответствует по-

следовательность n единиц е =(1, 1, …, 1), а пустому множеству ∅– после-

довательность n нулей е =(0, 0, …, 0). Таким образом, вопрос о мощности 

множества )(АP  сводится к определению мощности равномощного ему 

множества Е. Последнее, очевидно, есть декартово произведение n двух-

элементных множеств В={0, 1}: Е= n

ВВВ =×× ... , откуда и следует, что 
nnn

BBEАP 2)( ==== .  

Может быть доказана теорема более общего характера. 

ТЕОРЕМА. Прямое произведение конечного числа счётных множеств 

счётно. 

Пример. Множество N2  счётно. 

ОБЪЕДИНЕНИЕМ множеств А и В называется множество, обозначае-

мое в виде А∪В, состоящее из всех тех и только тех элементов, которые при-

надлежат хотя бы одному из множеств А, В: А∪В={х  х∈А или х∈В}. 

ПРИМЕРЫ. 1) Х={1, 2, 3, 4, 5}, Y={2, 4, 6}, Х∪Y={1, 2, 3, 4, 5, 6}; 2) 

[ ]3;1 ∪ [ ] [ ]4;14;2 = . 

Очевидно, согласно определению, А∪А=А. 

По индукции определяется объединение большего числа множеств.  
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ПРИМЕР. 1) А∪В∪С; 2) U
k

i
i

A
1=

; 3) U
∞

=1i
i

A ; 4) U
Ji

i
A
∈

; 5) U
Sg

gA
∈

, где k∈N, J – 

конечное, а S⊆R – континуальное множество. 

Справедливы следующие утверждения: 

1) объединение конечного и счётного множества счётно; 

2) объединение двух счётных множеств счётно; 

3) объединение конечного множества счётных множеств счётно; 

4) объединение счётного множества конечных множеств счётно; 

5) объединение счётного множества счётных множеств счётно. 

Конечное, или счётное множество называется НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ СЧЁТ-

НЫМ. Тогда утверждения 1)-5) могут быть выражены одним предложением: 

ОБЪЕДИНЕНИЕ НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ СЧЁТНОГО МНОЖЕСТВА НЕ БОЛЕЕ 

ЧЕМ СЧЁТНЫХ МНОЖЕСТВ НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ СЧЁТНО. 

ПЕРЕСЕЧЕНИЕМ множеств А и В называется множество, обозначае-

мое в виде А∩В, состоящее из всех тех и только тех элементов, которые при-

надлежат как множеству А, так и множеству В:  

А∩В={х  х∈А и х∈В}. 

Примеры. 1) 1) Х={1, 2, 3, 4, 5}, Y={2, 4, 6}, Х∩Y={2, 4}; 2) {1, 

2}∩{3, 4}=∅ ; 3) [ ]3;1 ∩ ( ] ( ]3;24;2 = . 

Очевидно, согласно определению, А∩А= А. 

По индукции определяется пересечение произвольной совокупности 

(семейства) множеств.  

Примеры. 1) А∩В∩С; 2) I
k

i
i

A
1=

; 3) I
∞

=1i
i

A ; 4) I
Ji

iA
∈

; 5) I
Sg

gA
∈

. 

Множества А и В называются НЕПЕРЕСЕКАЮЩИМИСЯ, если они не 

имеют общих элементов: А∩В=∅ . 

Пусть А1, А2, …, Аn, … – попарно непересекающиеся множества: 

=∩ ji AA ∅  ( ji ≠ ). Образуем множество U
i

iAV =  всех элементов этих мно-

жеств. Тогда система множеств 
i

A  называется РАЗБИЕНИЕМ множества 

V , а множества 
i

A  – КЛАССАМИ РАЗБИЕНИЯ. Всякий элемент Vx∈  

входит в один и только один класс разбиения. Обратная задача – разбие-

ние исходного множества V  на непересекающиеся классы – называется 
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задачей КЛАССИФИКАЦИИ МНОЖЕСТВА V . Известна фундаменталь-

ная значимость таких задач в любой из областей человеческих знаний.  

Основываясь только на определениях операции объединения и пере-

сечения множеств, нетрудно доказать следующее теоретико-множествен-

ное соотношение:  

∅ ВААВА ∪⊆⊆∩⊆ )( . 

РАЗНОСТЬЮ двух множеств А и В называется множество обознача-

емое в виде А В , содержащее все те и только те элементы А , которые не 

содержатся в В :  

А В={х  х∈ А  и х∉В }. 

ПРИМЕРЫ. 1) 1) Х={1, 2, 3, 4, 5}, Y={2, 4, 6}, Х Y={1, 3, 5}; 2) {1, 2} {3, 

4}={1, 2};  

3) [ ]3;1 ( ]=4;2 [ ]2;1 . 

Эта операция строго двухместна. 

На основе введённой разностной операции определяется операция 

СИММЕТРИЧЕСКОЙ РАЗНОСТИ множеств: 

=∆ВА АВА (=− )В В(∪ )А . 

ПРИМЕР. Для выше определённых множеств Х и Y имеем  

=∆YX Х-Y={1, 3, 5, 6}. 

Если в некотором теоретико-множественном рассмотрении участву-

ют только подмножества некоторого фиксированного множества U , то 

«самое большое» множество называется  УНИВЕРСАЛЬНЫМ множе-

ством (УНИВЕРСУМОМ РАССУЖДЕНИЯ или просто УНИВЕРСУ-

МОМ). Для каждого подмножества UA⊆  тогда может быть определена опе-

рация дополнения. 

ДОПОЛНЕНИЕМ множества A  называется множество, обозначаемое 

в виде 
__

A , содержащее все те элементы U , которые не принадлежат A : 

UA =

__

A . 

Примеры. В универсуме U ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, определённые выше множе-

ства X  и Y  имеют дополнения: 
__

X ={6}, =

__

Y {1, 3, 5}. 

Очевидно: =∩ AA

__

∅ ; UAA =∪

__

; AA = .  
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Если ограничиться рассмотрением множеств в виде точек простых 

плоских геометрических фигур (кругов, треугольников, прямоугольников, 

…), то определенные выше теоретико-множественные операции приобре-

тают простой и наглядный смысл (рисунок 3).  

 

 

 

 

 

  
 

Рисунок 3 – Диаграммы Эйлера-Венна 

 

В этом разделе систематизируются взаимные (относительные) свойства 

теоретико-множественных операций. Эти свойства представлены в виде тож-

деств – теоретико-множественных равенств, справедливых для любого уни-

версума рассуждения: 

1) СВАСВА ∪∪=∪∪ )()( ; 1/) СВАСВА ∩∩=∩∩ )()( ; 

- законы ассоциативности; 

2) АВВА ∪=∪ ; 2/) АВВА ∩=∩ ; 

- законы коммутативности; 

3) 

)()()( САВАСВА ∪∩∪=∩∪ ; 

3/) 

)()()( САВАСВА ∩∪∩=∪∩ ; 

- законы дистрибутивности; 

4) АAА =∪ ; 4/) ААА =∩ ; 

- законы идемпотентсти; 

5) АВАА =∩∪ )( ; 5/) АВАА =∪∩ )( ; 

- законы поглощения; 

6) 
___________

BAВА ∩=∪ ; 6/) 
___________

BAВА ∪=∩ ; 

 

B 

A 
A∩B 

B

AUB A
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- законы де Моргана; 

7) UAА =∪

__

; 7/) =∩

__

AА ∅ ; 

8) UUА =∪ ; 7/) ∩А ∅=∅ ; 

9) ∪А ∅=А ; 9/) АUА =∩ ; 

10) U= ; 10/) =

__

U ∅ ; 

11) AA = ;  

12) если =∩ВА ∅  и UВА =∪ , то 
__

AB = . 

Доказательство тождества 3. Рассмотрим некоторый элемент 

∈x )( СВА ∩∪ . Предположим сначала, что Ax∈ . Тогда этот элемент при-

надлежит и множеству ВА∪  и множеству CА∪ . Следовательно, он при-

надлежит и их пересечению: ∈x )()( САВА ∪∩∪ . Предположим теперь, 

что ∈x СВ ∩ . Тогда x  принадлежит и множеству В  и множеству С . То-

гда x  принадлежит и множеству ВА∪ , и множеству СА∪ , а значит и их 

пересечению: ∈x )()( САВА ∪∩∪ . Таким образом, любой элемент, со-

держащийся в левом множестве тождества, содержится также и в правом 

множестве тождества. Аналогично доказывается и обратное: всякий эле-

мент, содержащийся в правом множестве тождества, содержится также и в 

левом. Отсюда  следует равенство множеств из левой и правой частей до-

казываемого тождества. 

Равенства 1/-10/ двойственны тождествам 1-10, то есть получаются 

одновременной заменой ∩↔∪  и ∅ U↔ . Эта легко доказываемая зако-

номерность носит название ПРИНЦИПА ДВОЙСТВЕННОСТИ алгебры 

множеств, а именно: для любого истинного утверждения (теоремы), 

сформулированного  в терминах ∅ , U , ∪  и ∩ , двойственное ему предло-

жение также является истинным (теоремой). 

Тождества 11 и 12 самодвойственны. 

ТЕОРЕМА. Предложения 1) BA⊆ , 2) ABA =∩ , 3) BBA =∪  попар-

но эквивалентны. 

Отсюда, в частности, следует, что ⊆  выражается либо через ∩ , либо 

через ∪ . С учётом этих тождеств принцип двойственности может быть рас-

ширен и на операции включения: знак ⊆  заменяется на ⊇ , а знак ⊂ - на ⊃ .  
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5 Соответствия. Рассмотренное выше взаимно-однозначное соответ-

ствие между множествами – частный способ сравнительного изучения мно-

жеств. Расширим этот инструментарий, ослабив условия, определяющие вза-

имно-однозначное соответствие между двумя множествами А и В. 

Именно: 1) элементу Aa∈  может соответствовать не один, а несколько 

элементов множества B , то есть некоторое его подмножество, которое 

называется ОБРАЗОМ ЭЛЕМЕНТА a  и обозначается )(aJ ; если )(aJ =∅ , 

то элементу Aa∈  не соответствует ни одного элемента Вb∈ ; 

2) элементу Вb∈  также может соответствовать не один, а несколько 

элементов множества A , то есть подмножество, называемое ПРООБРА-

ЗОМ ЭЛЕМЕНТА b  и обозначаемое )(bR ; в частном случае )(bR =∅ . 

В нижеприведенном иллюстративном примере (рисунок 4) имеем: 

 

{ }
211

,)( bbaJ = ,    { }
311

,)( ааbR = ,       

  )(
2

aJ =∅ ,           { }
12

)( аbR = , 

  { }
13

)( baJ = ,      )(
3

bR =∅ . 

  )(
4

aJ =∅ ,         

 

Рисунок 4 – Иллюстрация соответствия 

 

Очевидно, что все пары ),( ba , где Aa∈  и Вb∈ , участвующие в соответ-

ствии, являются также элементами множества BA×  и образуют некоторое его 

подмножество BAG ×⊆ , которое и называется СООТВЕТСТВИЕМ. 

В нашем примере { } BAbababaG ×⊆= ),(),,(),,(
132111

. Множество A  

называется областью ОТПРАВЛЕНИЯ соответствия G .  

Множество B  называется областью ПРИБЫТИЯ соответствия G . 

Множество элементов Aa∈ , участвующих в сопоставлениях, называет-

ся областью ОПРЕДЕЛЕНИЯ соответствия G  и обозначается )(
1

bRGПр
Bb∈

∪=  

(«проекция» множества G  на 1-ю «ось»). 

А                  а1 

a2  .        

                     a4  . 

            

                     a3 

          

    b                  B 

 

       b2 

                    .b3 
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Множество элементов Вb∈ , участвующих в сопоставлениях, называется 

областью ЗНАЧЕНИЙ соответствия G  и обозначается ))(
2

aJGПр
Aa∈

∪=  

(«проекция» множества G  на 2-ю «ось»). 

В нашем примере { } AааGПр ∈=
311

, , { } BbbGПр ∈=
212

, . 

Если GПрC
1

⊆ , то множество { }СaиGbabCJ ∈∈= ),()(  называется 

ОБРАЗОМ МНОЖЕСТВА C . 

Если GПрD
2

⊆ , то множество { }DbиGbaaDR ∈∈= ),()(  называется 

ПРООБРАЗОМ МНОЖЕСТВА D . 

Если АGПр =
1

, то соответствие G  называется ВСЮДУ (ИЛИ ПОЛ-

НОСТЬЮ) ОПРЕДЕЛЁННЫМ или ТОТАЛЬНЫМ, иначе G  называется 

ЧАСТИЧНЫМ. 

Если BGПр =
2

, то соответствие G  называется СЮРЪЕКТИВНЫМ.  

Пусть дано соответствие BAG ×⊆ . Записав каждый кортеж Gba ∈),(  

в обратном порядке ),( ab , получим множество ABH ×⊆ , которое называ-

ется ОБРАТНЫМ к G  и обозначается 1−
=GH , то есть ABHab ×⊆∈),(  то-

гда и только тогда, когда Gba ∈),( . 

В нашем примере { }),(),,(),,(
123111

1
abababGH ==

− . Графически это 

означает обращение направления стрелочек соответствия G . 

Соответствие BAG ×⊆  называется ФУНКЦИОНАЛЬНЫМ (ФУНК-

ЦИЕЙ), если образом любого элемента GПрa
1

∈  является единственный 

элемент GПрb
2

∈  («правосторонняя однозначность соответствия»). Функ-

циональное соответствие обозначается в виде BAf →:  или BA

f

→  или 

{ })(),( afbBAbaf =×∈= . 

Формально условие правосторонней однозначности может быть выра-

жено следующим образом: если fba ∈),(  и fba ∈),( / , то /
bb = . 

GПр
1

 – область определения функции f . 

GПр
2  – область значений функции f . 

Образ )(afb =  некоторого элемента a  называется ЗНАЧЕНИЕМ 

функции f  в («точке») a ; прообраз a  некоторого элемента )(afb =  назы-

вается АРГУМЕНТОМ функции f . 
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Замечание: прообраз некоторого элемента )(bR  может содержать более одно-

го элемента. В качестве примера определим играющую важную роль в теории 

множеств так называемую ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКУЮ функцию множества, 

обозначаемую в виде {0,1}→χ A:  со значениями






∉

∈
=χ

.,0

,,1

)(

Axесли

Axесли

x
A

 

Таким образом, на всех элементах множества A  функция χ  имеет еди-

ничное значение – образ множества A , на всех остальных элементах уни-

версума функция χ  имеет нулевое значение – образ множества /
A . 

Если прообраз )(bR  каждого элемента fПрb
2

∈  содержит в точности 

один элемент, то есть 1)( =bR , то такая функция называется ИНЪЕКТИВ-

НОЙ (левосторонняя однозначность соответствия). 

Полностью определённая (тотальная) функция BAf →:  (то есть 

AfПр =
1

) называется ОТОБРАЖЕНИЕМ A  в B . Область значений такой 

функции [ ]AJ  обозначается в виде )(Af . 

Если BAf ⊂)( , то BAf →:  называется ОТОБРАЖЕНИЕМ A  «в» B . 

Если BAf =)( , то BAf →:  называется ОТОБРАЖЕНИЕМ A  «на» B  

или СЮРЪЕКТИВНЫМ ОТОБРАЖЕНИЕМ. 

Если AB = , то отображение AAf →:  называется ПРЕОБРАЗОВАНИ-

ЕМ МНОЖЕСТВА A . 

Отображение, являющееся сюръективным и инъективным, называет-

ся БИЕКТИВНЫМ (или БИЕКЦИЕЙ). Его свойства: 

1) AfПр =
1

, так как f – отображение; 

2) ВfПр =
2

, так как f – сюръекция; 

3) 1)( =aJ , Aa∈ , так как f – функция; 

4) 1)( =bR , Bb∈ , так как f – инъекция. 

Отсюда следует, что биекция BAf →:  является взаимно-однозначным 

соответствием множеств A  и B . 

Термины ИНЪЕКТИВНЫЙ, СЮРЪЕКТИВНЫЙ и БИЕКТИВНЫЙ у 

нас имеют обычный смысл, то есть означают соответственно «отображе-

ние, не склеивающее точки», «отображение на», «взаимно однозначное 

соответствие». 
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Если соответствие, обратное к функции BAf →: , является функцио-

нальным, (что возможно, если только f  инъективна в своей области опреде-

ления), то она называется функцией, ОБРАТНОЙ к f , и обозначается 1−
f . 

Две функции f  и g  РАВНЫ, если их области определения совпада-

ют и для любого Aa∈  выполняется равенство )()( agaf = .  

Функция типа :f BААА
n
→××× ...

21
 называется n -МЕСТНОЙ. В 

этом случае принято считать, что функция имеет n  аргументов: 

baaaf
n

=),...,(
21

, где 
11

Aa ∈ , 
22

Aa ∈ , …, 
nn

Aa ∈ , Bb∈ . Например, 

RRRz →×: , где yxz += . 

Важным теоретико-множественным понятием является отношение 

эквивалентности.  

Пусть выделено некоторое множество R  пар элементов из множе-

ства X , то есть подмножество XXR ×⊂ . Говорят, что R  задает на мно-

жестве X  ОТНОШЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ, и пишут yx ~  при 

Ryx ∈),( , если выполнены следующие условия:  

1) xx ~  для всех Xx∈ , 

2) если yx ~ , то xy ~ , 

3) если yx ~  и zy ~ , то zx ~ .  

Читатель без труда убедится на простых примерах, что эти три усло-

вия независимы.  

Отношение эквивалентности разбивает X  на непересекающиеся 

КЛАССЫ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ, состоящие из попарно эквивалентных 

элементов. Например, если yx ~  только при yx = , то  каждый класс со-

стоит ровно из одного элемента; если, наоборот, все элементы эквива-

лентны, то получится лишь один класс эквивалентности.  

Еще пример: пусть yx ~  для 1Ryx ∈, , если Qyx ∈− . Тогда классы эк-

вивалентности счетны. Часто бывает полезно выбрать по представителю в 

каждом классе эквивалентности. Оказывается, что для осуществления этого на 

первый взгляд совершенно невинного желания нужна специальная аксиома.  

АКСИОМА ВЫБОРА. Если дана совокупность непустых попарно 

непересекающихся множеств, то существует множество, содержащее ров-

но по одному элементу из каждого из этих множеств.  
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Эта аксиома  не вытекает из основных положений так называемой 

наивной теории множеств. 

 

6 Композиция функций. Пусть даны две функции BAf →:  и 

CBg →: . Последовательное применение функций сначала f , а затем к её 

образу  функции g  называется КОМПОЗИЦИЕЙ функций f  и g  и обо-

значается в виде fgh o= . Заметим, что для существования композиции, 

необходимо, чтобы ⊆fПр
2

gПр
1

, то есть чтобы область значений функции 

f  входила в область определения функции g . 

Более формально: функция САh →:  называется композицией функ-

ций BAf →:  и CBg →= , если для любого Ax∈  выполняется равенство: 

))(()( xfgxh = . Это означает, что ),{( zxfg =o для любого Ax∈  существу-

ет By∈  такой, что fyx ∈),(  и gzy ∈),( }. 

Часто говорят, что h  получена ПОДСТАНОВКОЙ f  в g . Например, 
2

xxf =)( , xxg sin)( = , 2xfg sin=o , xgf 2
sin=o . 

Сформулированное определение fgh o=  проиллюстрировано на ри-

сунке 5. 

 
Рисунок 5 – Иллюстрация определения композиции функций 

 

ТЕОРЕМА. Последовательность функциональных композиций ассо-

циативна: fghfgh oooo )()( = . 

ТЕОРЕМА. Если f  и g  биективны, то fg o  биективна и 
111 −−−

= gffg oo )( . 

Для многоместных функций композиция может рассматриваться от-

носительно каждого из аргументов, рассматриваемого как область значе-

ний другой функции. 

Пусть дана декартова степень n  множества nММ :  и каким-либо об-

разом задано подмножество n

МR ⊆ . Множество кортежей 
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Raaa
n
∈),...,,(

21
, где ),1( niMa

i
=∈ , называется n -МЕСТНЫМ (n -

АРНЫМ) ОТНОШЕНИЕМ на множестве М . Говорят при этом, что эле-

менты 
n

aaa ,...,,
21

 находятся в отношении R  друг с другом. Множество М , 

из элементов которого строятся кортежи отношения R , называется БА-

ЗОВЫМ (ОСНОВНЫМ). 

Для разных значений степени n  отношений на nМ  выработана своя 

терминология. 

1=n . Одноместное отношение называется УНАРНЫМ либо ПРИ-

ЗНАКОМ, либо СВОЙСТВОМ: a  обладает свойством R , если Ra∈  и 

МR ⊆ . 

ПРИМЕР. М  – множество попугаев, R  – подмножество зеленых по-

пугаев. 

2=n . Двухместные отношения называются БИНАРНЫМИ и по сути 

являются частным случаем соответствия ВАR ×⊆  при АВ = : 2
АR ⊆ . 

ПРИМЕР. На множестве М  людей могут быть определены отноше-

ния: 

1) 2

1
МR ⊆ – x  родственник y ; 2) 2

2
МR ⊆ – x  старше .y  

3=n . Трехместные отношения называются ТЕРНАРНЫМИ. Приме-

ром тернарного отношения на том же множестве М  является отношение 
3

МR ⊆ – семья из трёх человек: отец – x , мать – y , ребёнок – z . 

Определённые на множестве nМ  n -арные отношения являются мно-

жествами, поэтому к ним применимы любые теоретико-множественные 

операции- объединение, пересечение и пр. Так, например, отрицание (до-

полнение) /R  отношения R  есть множество кортежей nМaaa
n
∈),...,,(

21
, не 

принадлежащих R . 

ЗАМЕЧАНИЕ. Переходя к обобщениям, в принципе можно опреде-

лить отношение и на декартовом произведении несовпадающих сомножи-

телей: 
n

АААR ×××⊆ ...
21

. Так, определенное отношение называется НЕОД-

НОРОДНЫМ (ГЕТЕРОГЕННЫМ). Тогда обычные отношения n

МR ⊆  на 

декартовой степени одного и того же множества М  называются ОДНО-

РОДНЫМИ (ГОМОГЕННЫМИ).  
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Упражнения для самоконтроля (глава I) 

1  Сформулируйте понятия: множество, элемент множества. 

2  Назовите основные числовые множества. 

3  Перечислите способы задания множеств. 

4   Сформулируйте понятие конечного множества, мощности множе-

ства. Приведите пример бесконечного множества. 

5  Сформулируйте понятие подмножества, собственного и несобствен-

ного подмножества, булеана. 

6  Сформулируйте понятие взаимно-однозначного соответствия, экви-

валентных множеств. 

7   Сформулируйте понятие декартового произведения двух множеств. 

8   Докажите, что любое бесконечное множество содержит некоторое 

счётное подмножество. 

9  Докажите теорему: конечное множество А мощностью nА =  имеет 

2n различных подмножеств (включая ∅  и А). То есть, мощность множества-

степени Аn
АP 22)( == . Проверьте утверждение при 3=n . 

10 Докажите, что следующие множества конечны или являются 

счётными: 

    а) множество рациональных чисел на прямой R ; 

    б) множество попарно непересекающихся интервалов на прямой R ; 

    в) множество интервалов с рациональными концами на прямой R ; 

    г) множество положительных чисел, у которых любая конечная 

сумма не больше 1. 

11  Докажите, что следующие множества имеют мощность контину-

ума: 

    а) множество всех последовательностей из нулей и единиц; 

    б) множество всех последовательностей }{
in  из натуральных чи-

сел Nni ∈ ; 

    в) N
2 – система всех подмножеств множества натуральных чисел N . 

12 Докажите теорему:  прямое произведение конечного числа счётных 

множеств счётно. Приведите пример, наглядно демонстрирующий 

справедливость данной теоремы. 
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13  Справедливо ли утверждение: объединение счётного множества 

счётных множеств счётно? Если да, то докажите справедливость данного 

утверждения. 

14  Сформулируйте понятие пересечения множеств, разбиения множе-

ства, классификации некоторого множества, разности двух множеств, сим-

метрической разности, универсального множества, дополнения множества. 

15  Сформулируйте понятие образа, прообраза элемента; образа, прооб-

раза множества. 

16  Дайте определения типов отображения (инъективное, сюръективное, 

биективное). 

17   Докажите теорему:  последовательность функциональных компо-

зиций ассоциативна: fghfgh oooo )()( = . 

18 Определить тип заданного отображения и указать образ или 

прообраз исходного множества: 

а) 







−=

22

ππ

;X ; x
exy
sin)( = ; 

б) ( ]11;−=X ; 2
1 xxy −=)( ; 

в) [ ]20;=X , 




≤−

>+
=

.,

,,
)(

12

11
2

xеслиx

xеслиx
xf  

г) [ ]π;0=X , xxf cos)( = ; 

д) 





=

4
0
π

;X , 12 −= tgxxf )( ; 

ж) [ ]π20;=X , )sin;(cos:)( xxXxf → , ?=Y ; 

з) [ ]53;=Y , 2−= xxf )( , ?=X ; 

и) [ ]21;=Y , 1
2
+= xy , ?=X ; 

к) [ ]41;=Y , 2
xy = , ?=X . 

19 Даны два множества. Постройте или обоснуйте указанное 

отображение:  

а) даны множества { }edcbaA ,,,,= , { }δγβα ,,,=B . Определите тип 

указанного отображения BAf →: , { });(),;(),;(),;(),;( ααγβδ ebdcaf = . 
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б) RX = , RY = , обоснуйте, что 2xxf =)(  не является 

сюръективным. 

в) X – колода карт, Y – множество карточных мастей. YXf →:  

сопоставляет любой карте её масть. Обоснуйте, что f  сюръективно и не 

инъективно.  

г) { }dcbaA ,,,= , { }γβα ,,=B . Обоснуйте, что BAf →: , 

{ }),();,();,( γβα dcaf =  не является биективным. 

д) { }dcbaA ,,,= , { }δγβα ,,,=B , { });(),;(),;(),;( αγβδ dсbaf = . 

Построить 
1−

f . 

е) RX = , [ ]11;−=Y , xy sin= , обоснуйте сюръективность YXy →: . 

и) X –  множество студентов, Y – множество стульев в аудитории. В 

каких случаях отображение YX →  будет 1) инъективным;  

2) сюръективным;           3) биективным? 

20 [ ]11;−=X , 3xy = . Покажите существование обратного 

отображения. 

21 Сколько прообразов имеет точка );( 8116  при отображении 

),(),(: 22 yxyxf → . 

22 Является ли отношение «слова X  и Y  содержат одинаковое число 

букв» симметричным бинарным? 

23 { });(),;(),;(),;( 2171056382=V . Проверьте бинарное отношение 

делимости на V . 

24 { }98765432 ,,,,,,,=A . Бинарное отношение 

{ }3≤∈= xAyxyxP ,),/,(  и x  делит y  без остатка. Покажите, что 

количество элементов предиката P  равно 7. 

25 Постройте композицию gf o  отображения RRgf →:, , если 

3
xxf =)( , 





≤+

>
=

.,

,,
)(

01

0
2

xеслиx

xеслиx
xg  

26 ( )10;=X , ( )108;−=Y . Построить YXf →: : 1) сюръективное; 2) 

инъективное. 
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27 Для множеств { }1352 ,,,=A  и { }6143 ,,,=B  найдите результат 

выполнения операции )( BA∪ )( BA∆ . 

28 Для множеств { }7531 ,,,=A  и { }5432 ,,,=B  найдите результат 

выполнения операции ( ∪A (A B )) ( ∪B (B A). 

29 Покажите, что множества { }21,=A  и { }023
2

=+−= xxxB  равны. 

30 { }10987654321 ,,,,,,,,,=U , { }876321 ,,,,,=A , { }432 ,,=B . Найдите:  

а) BA∪ ; б) BA∩ ; в) A B ; г) 
_

A ; д) BA∆ . 

31 Докажите, что характеристическая функция множества обладает 

следующими свойствами: 

а) BABA χχχ =
∩

; 

б) BABABA χχχχχ −+=
∪

; 

в) BAA χχχ −= ; 

г) BABABA χχχχχ 2−+=
∆

. 

32 Докажите, что для произвольных множеств справедливы следую-

щие равенства: 

а) A  (A B )= BA∩ ; 

б) (A B ) AС = )( CB∪ ; 

в) A (B С )=(A B )∪ (A С ); 

г) (A B )∩ (С D )= )( CA∩ )( DB∩ . 
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Ответы и пояснения к упражнениям главы I 

13  Доказательство. Выпишем построчно элементы исходных множеств 

А1, А2, …, тогда в полученной таблице 2 элемент aij – это j-й элемент множе-

ства Аi . 

 

Таблица 2 – Элементы исходных множеств А1, А2,… 

11
a  

12
a  

13
a  … 

21
a  

22
a  

23
a  … 

31
a  

32
a  

33
a  … 

… … … … 

 

Перенумерация табличных элементов, реализующая взаимно-

однозначное соответствие натурального ряда N с объединением исходных 

множеств, осуществляется по мере обхода элементов таблицы с помощью той 

же самой процедуры, которая использовалась для доказательства счётности 

множества положительных рациональных чисел. 

17  Доказательство. Проверим равенства множеств из левой и правой 

частей. 

 1) пусть fghzx oo )(),( ∈ . Тогда существует y  такой, что 

)(),( fgyx o∈  и hzy ∈),( . Из )(),( fgyx o∈  следует, что существует u  та-

кой, что fux ∈),(  и gyu ∈),( . Таким образом, fux ∈),(  и gyu ∈),(  и 

hzy ∈),( . Из последних двух соотношений следует, что ghzy o∈),( , отку-

да, учитывая первое соотношение, получаем fghzx oo )(),( ∈ . 

2) аналогично доказывается равенство и в обратном направлении.  

18 а) заданное отображение биективно, а образом исходного 

множества 







−=

2
;

2

ππ

X  при отображении монотонно возрастающей 

функцией x

exy
sin)( = ( Xxxexy x

∈∀>= ,cos)( sin/
0 ) будет интервал 

Y=







l

l
;

1
. 

б) заданное отображение сюръективно. На промежутке ( ]1;1−  

функция 2
1 xxy −=)(  непрерывна и достигает своего наименьшего и 
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наибольшего значения в точках 1=x  и 0=x  соответственно: 

0)1( == yy
наим

, 1)0( == yyнаиб  (рисунок 6). Поэтому образом промежутка 

( ]1;1−  при отображении 21)( xxy −=  будет отрезок [ ] Y=1;0 . 

  

                 y                                                                                                                            

                                                                                                    

                        y=    1 - x
2 

                   1 

 

       
-1

         
0               1       X 

              y 

 

 

               2 

 

               0   1    2        x 

 

 

 

Рисунок 6 – Рисунок к задаче 18 б) 

           -1       
. 

 

           -2 

              

Рисунок 7 – Рисунок к задаче 18 в) 

 

в) заданное отображение биективно. Построим график функции 





≤−

>+
=

.1,2

,1,1
)(

2

xеслиx

xеслиx
xf  Образом исходного множества [ ]2;0=X  будет 

множество [ ] ( ]5;21;2 ∪−−=Y  (рисунок 7). 

г)   заданное отображение биективно. Построим график функции 

xxf cos)( =  на отрезке [ ]π;0 . Образом исходного множества [ ]π;0=X  

будет множество [ ]11;−=Y  (рисунок 8). 

 

                                                y 

         y 

         1 

                          π 

                          2             π 

          0              1                             x 

   

  -1 

 

                                            5 

 

                                             

                                       3 

                                                                     y=x-2                                                   

y=-x-2 

                                                                         X   

 -7      -5                  0     1     2              5         7 

                                -2 

Рисунок 8 – Рисунок к задаче 18 г)      Рисунок 9 – Рисунок к задаче 18 з) 
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д) заданное отображение биективно. На отрезке 





=

4
0
π

;X  функция 

12 −= tgxxf )(  непрерывна, монотонно возрастает 

( Xx
x

xf ∈∀>= ,
cos

)(/ 0
2

2
) и достигает своего наименьшего и 

наибольшего значений в точках 0=x  и 
4

π

=x  соответственно: 

1)0( −== yy
наим

, 1
4

=







=

π

yyнаиб . Поэтому образом отрезка 






4
;0
π

 при 

отображении 12)( −= tgxxf  будет отрезок [ ] Y=− 1;1 . 

ж) заданное отображение сюръективно. При [ ]π2;0=X , 





=

=

,sin

,cos
~)(

xv

xu
xf

[ ]11;−∈u  и [ ]11;−∈v , причём по основному 

тригонометрическому тождеству 1sincos
22

=+ xx . Тогда Y  представляет 

собой единичную окружность с центром в начале координат, 1
22
=+ vu . 

з) заданное отображение YX →  сюръективно. Построим график 

функции 2)( −= xxf . Прообразом множества [ ]53;=Y  при отображении 

2)( −= xxf  являются те точки x , образы которых при данном 

отображении попадают в отрезок [ ]5;3 . В нашем случае это множество 

[ ] [ ]7557 ;; ∪−−=X  (рисунок 9). 

и) заданное отображение сюръективно. Прообразом множества [ ]2;1  

при отображении 1
2
+= xy  являются те точки x , образы которых 

попадают в отрезок [ ]2;1 , то есть множество [ ]1;1−=X  (рисунок 10). 

                   y 

 

                            

                        2 

                             y=  x
2
+1 

                         1               x 

                               
 
            

 

            y                                                                                                                                      

               4 

       

 

                1 

                 

      -2 -1  0      1   2       x                 

Рисунок 10 – Рисунок к задаче 18 и) Рисунок 11 – Рисунок к задаче 18 к) 

  

к) заданное отображение сюръективно. Построим график функции 
2

xy = . Прообразом множества [ ]41;=Y  при отображении 2
xy =  являются 

 
1 

 0  
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те точки x , которые при данном отображении попадают в отрезок [ ]41; . В 

нашем случае это множество [ ] [ ]2;11;2 ∪−−=X  (рисунок 11).  

19 а) сюръективное. 

б) 2)( xxf =  не является сюръективным, так как, например, для 1−=y  

не существует Rx∈  такого, что 1
2

−=x . 

в) отображение YXf →: , сопоставляющее любой карте её масть, 

сюръективно, так как любая карта обладает единственной мастью, но не 

инъективно, так как несколько карт имеют одинаковую масть. 

г) f  определено не на всём множестве A , следовательно, не является 

взаимно однозначным. 

д) обратным отображением для данного биективного является: 

{ });(),;(),;(),;(1 aсbdf δγβα=
− . 

е) отображение xy sin=  сюръективно, так как любому значению 

Yy∈  соответствует ∈+−= nnyx
n ,arcsin)( π1 Z. 

и) 1) отображение YX → инъективно в том случае, если каждому 

стулу в аудитории соответствует один студент, то есть количество стульев 

в аудитории не меньше количества студентов. 2) сюръективно, если 

стульев не больше, чем студентов. 3) биективным отображение 

YX → будет в том и только в том случае, если количество стульев в 

аудитории и количество студентов совпадают. 

20  Функция 3
xy =  имеет обратную функцию, так как она 

непрерывна и монотонно возрастает ( Xxxy ∈∀>= ,

/
03

2 ) на [ ]1;1− . Сле-

довательно, 3 yx =  задает обратное отображение на [ ]11;−=Y . 

21 Из соотношений 162
=x  и 81

2
=y  получаем, что 4±=x  и 9±=y . 

Тогда точка ( )81;16  будет иметь четыре прообраза: ( )9;4 , ( )9;4− , ( )9;4 − , 

( )9;4 −− . 

22  Отношение A  симметрично, если из того, что xAy , следует yAx , 

то есть отношение «слова X  и Y  содержат одинаковое число букв» 

является симметричным бинарным. 
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23 Отношение делимости на множестве натуральных чисел – 

бинарное отношение, которое состоит из пар вида ( )yx; , где x  делит y  

нацело. Следовательно, бинарное отношение делимости выполнено на V . 

24 Решение. Так как множество A  состоит из восьми элементов, то 

декартово произведение AA×  будет содержать 6488 =⋅=К  парных 

элемента. Предикат P  является подмножеством множества AA× . Нам из 

этих 64  парных элементов надо выбрать только те, что удовлетворяют 

условиям нашего предиката, то есть первый элемент пары не должен быть 

больше трёх, а второй элемент пары должен делиться на первый без 

остатка. Тогда этот предикат { })9;3(),6;3(),3;3(),8;2(),6;2(),4;2(),2;2(=P . 

25 






≤+

>
=

.0,)1(

,0,
))((

3

6

xеслиx

xеслиx
xgf o  

26 1) если через точку P  и ( )10;∈∀x  провести прямую, которая 

ставит в соответствие этому x точку ( )108;−∈y , и, наоборот, если через 

точку P и ( )108;−∈∀y  провести прямую, которая ставит в соответствие 

этому y  точку ( )10;∈x , таким образом, как показано на рисунке 12, то 

получим биективное, а следовательно, и сюръективное отображение. 

2) если через точку P  и ( )10;∈∀x  провести прямую, которая ставит в 

соответствие точку ( )98;−∈y , то есть ( ) ( )10898
1

;; −=⊂−= YY , то получим 

инъективное отображение (рисунок 13). 

                        

                   P 
0 1 

 

  
-8                   

        
10

  

 

                   P 

 

           0       1 

 

     -8                    9           10 

 

 

Рисунок 12 – Иллюстрация  

биективного и сюръективного  

отображений к задаче 27 

Рисунок 13 – Иллюстрация  

инъективного отображения  

к задаче 27 
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27 Результатом выполнения операции )( BA∪  является множество 

{ }641352
1

,,,,,)( =∪= BAС , а результат операции )( BA∆  выражается 

множеством { }6452
2

,,,)( =∆= BAС . Тогда разность множеств 
1

С  и 
2

С  

будет множество 
1

СС = { }31
2

,=С . 

28 Результатом выполнения операции ( ∪A (A B )) является 

множество A , а результатом операции ( ∪B (B A) – множество B . Тогда 

( ∪A (A B )) ( ∪B (B A)=A B { }71,= . 

29 BA = , так как оба множества состоят из одних и тех же элементов 

{ }21, . 

30 а) { }8764321 ,,,,,,=∪BA ; б) { }32,=∩BA ; в) A { }8761 ,,,=B ;  

г) { }10954 ,,,
_

=A ; д) =∆BA (A B )∪ (B A) { } }{ { }8764148761 ,,,,,,, =∪= . 
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Глава II. Метрические и топологические пространства 

 

1 Метрическое пространство. Одной из основных операций мате-

матического анализа является предельный переход. В основе этой 

операции лежит тот факт, что на числовой прямой определено расстояние 

от одной точки до другой. Многие фундаментальные факты функцио-

нального анализа не связаны с алгебраической природой действительных 

чисел, а опираются лишь на понятие расстояния. Обобщая представление 

о числах как о множестве, в котором введено расстояние между 

элементами, мы приходим к понятию метрического пространства – 

одному из важнейших понятий современной математики.  

МЕТРИЧЕСКИМ ПРОСТРАНСТВОМ называется пара (Х, ρ ), 

состоящая из некоторого множества (пространства) X элементов (точек) и 

расстояния, т. е. однозначной, неотрицательной, действительной функции 

ρ (х,у), определенной для любых х и у из X и подчиненной следующим 

трем аксиомам:  

1) ρ (х, у) = 0 тогда и только тогда, когда х = у,  

2) ρ (х,у) = ρ (у,х) (аксиома симметрии),  

3) ρ (x,z) ≤ ρ ( x,у) + ρ (y,z) (неравенство треугольника), Xz ∈∀ .  

Приведем примеры некоторых метрических пространств, играющих 

в анализе весьма важную роль.  

1 Положив для элементов произвольного множества  

ρ (х, у) =




≠

=

,,1

,,0

yx

yx
  мы получим, очевидно, метрическое пространство. 

Его можно назвать пространством изолированных точек. Все три аксиомы 

очевидно проверяются. 

2 Множество действительных чисел с расстоянием ρ (х,у) = yx −  

образует метрическое пространство 1
R .  

3 Множество комплексных чисел с расстоянием =−=
2121

zzzz ),(ρ  

32312331
zzzzzzzz −+−≤−+−= – метрическое пространство. 

4 Множество упорядоченных групп (кортежей) из n действительных 

чисел ),...,(
21 n

xxxx =  с расстоянием  
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∑ −=
=

n

k
kk xyyx

1

2)(),(ρ        (1) 

называется п-МЕРНЫМ АРИФМЕТИЧЕСКИМ ЕВКЛИДОВЫМ 

ПРОСТРАНСТВОМ Rn.  

Справедливость аксиом 1) и 2) для Rn очевидна. Покажем, что в Rn 

выполнена и аксиома треугольника.  

Пусть ),...,,(
21 nxxxx = , ),...,,(

21 n
yyyy = , ),...,,(

21 n
zzzz = ; тогда 

аксиома треугольника записывается в виде  

∑ −+∑ −≤∑ −
===

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk yzxyxz

1

2

1

2

1

2 )()()( .   (2)  

Полагая kkk axy =− , kkk byz =− , получаем kkkk baxz +=− , а 

неравенство (2) примет при этом вид 

∑+∑≤∑ +
===

n

k
k

n

k
k

n

k
kk baba

1

2

1

2

1

2)( .      (3) 

Но это неравенство сразу следует из известного неравенства Коши3-

Буняковского4:   

∑⋅∑≤∑
===

n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba

1

2

1

22

1

)( .      (4) 

Действительно, в силу этого неравенства имеем 

=∑+∑∑+∑≤∑+∑ ∑+=∑ +
====== ==

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k

n

k
kkk

n

k
kk bbaabbaaba

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 1

2

1

2
22)(  

2

1

2

1

2









∑+∑=
==

n

k
k

n

k
k ba ; тем самым неравенство (3), а следовательно и (2) 

доказаны. 

5 Рассмотрим то же самое множество упорядоченных групп из n 

действительных чисел ),...,(
21 n

xxxx = , но расстояние определим в нём 

формулой  

∑ −=
=

n

k
kk yxyx

1

),(ρ .       (5) 

                                                 
3
 Огюсте́н Луи́ Коши́ (1789-1857) – великий французский математик и механик. Разработал фундамент мате-

матического анализа, внёс огромный вклад в анализ, алгебру, математическую физику и многие другие области 

математики; один из основоположников механики сплошных сред.  
4
 Буняко́вский, Виктор Яковлевич (1804-1889) – русский математик, внес весомый вклад в развитие теории 

чисел и теории вероятностей. 
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Справедливость аксиом 1)-3) здесь очевидна. Обозначим это 

метрическое пространство символом n

R
1

.  

6 Возьмем снова то же самое множество, что и в примере 4, и 

определим расстояние между его элементами формулой  

kk
nk

xyyx −=

≤≤1
0

max),(ρ .      (6) 

Справедливость аксиом 1)-3) очевидна. Это пространство, которое 

мы обозначим n
R

0
, во многих вопросах анализа не менее удобно, чем 

евклидово пространство n
R .  

Последние три примера показывают, что один и тот же запас точек 

может быть по-разному метризован.  

7 Множество С [а, b] всех непрерывных действительных функций,  

определенных на сегменте [а, b], с расстоянием  

)()(max),( tftggf
bka

−=

≤≤

ρ ,          (7) 

также образует метрическое пространство. Аксиомы 1)-3) 

проверяются непосредственно. Это пространство играет очень важную 

роль в анализе. Мы будем его обозначать тем же символом С [а, b], что и 

само множество точек этого пространства.  

8 Обозначим через 
2
l  метрическое пространство, точками которого 

служат всевозможные последовательности ,...),...,,(
21 n

xxxx =  

действительных чисел, удовлетворяющие условию ∞<∑
∞

=1

2

k

kx  (сходящиеся 

знакопостоянные числовые ряды), а расстояние определяется формулой  

∑ −=
∞

=1

2)(),(
k

kk xyyxρ .      (8) 

Из элементарного неравенства )(2)( 222

kkkk yxyx +≤±  следует, что 

функция ),( yxρ  имеет смысл для всех 
2

, lyx ∈ , т. е. ряд 

∑ −
∞

=1

2)(
k

kk xy сходится, если  

∞<∑
∞

=1

2

k

kx  и ∞<∑
∞

=1

2

k

ky . 



 37 

Покажем теперь, что функция (8) удовлетворяет аксиомам 

метрического пространства. Аксиомы 1) и 2) очевидны, а аксиома 

треугольника принимает здесь вид  

∑ −+∑ −≤∑ −
∞

=

∞

=

∞

= 1

2

1

2

1

2 )()()(
k

kk
k

kk
k

kk xyyzxz .   (9) 

В силу сказанного выше каждый из трех написанных здесь рядов 

сходится. С другой стороны, при каждом n справедливо неравенство  

∑ −+∑ −≤∑ −
===

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk xyyzxz

1

2

1

2

1

2 )()()( (см. пример 5). Переходя 

здесь к пределу при ∞→n , получаем (9), т.е. неравенство треугольника в 

2
l .  

9 Рассмотрим, как и в примере 7, совокупность всех функций, 

непрерывных на отрезке [а, b], но расстояние определим иначе, а именно, 

положим  
2/1

2))()((),( 







∫ −=
b

a

dttytxyxρ .     (10) 

Такое метрическое пространство мы будем обозначать С2 [а, b] и 

называть ПРОСТРАНСТВОМ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ С 

КВАДРАТИЧНОЙ МЕТРИКОЙ. Здесь аксиомы 1) и 2) метрического 

пространства очевидны, а аксиома треугольника непосредственно 

вытекает из интегральной формы неравенства Коши-Буняковского: 

∫∫≤







∫

b

a

b

a

b

a

dttydttxdttytx )()()()( 22

2

. 

10 Рассмотрим множество всех ограниченных последовательностей 

,...),...,,(
21 n

xxxx =  действительных чисел. Положив  

kk

k

xyyx −= sup),(ρ  ,       (11) 

мы получим метрическое пространство, которое обозначим m. 

Справедливость аксиом 1)-3) очевидна.  

11 Множество упорядоченных групп (кортежей) из n 

действительных чисел с расстоянием  
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p
n

k

p
kkp xyyx

/1

1

),( 







∑ −=
=

ρ ,      (12) 

где p – любое фиксированное число ≥1, представляет собой 

метрическое пространство, которое мы обозначим n

p
R . Справедливость 

аксиом 1) и 2) здесь опять-таки очевидна. Проверим аксиому 3). Пусть 

),...,,(
21 n

xxxx = , ),...,,(
21 n

yyyy = , ),...,,(
21 n

zzzz =  – три точки из n

p
R . 

Положим kkk аxy =− , kkk
byz =− , тогда неравенство 

),(),(),( zyyxzx ppp ρρρ +≤ , справедливость которого мы должны 

установить, примет вид  

p
n

k

p

k

p
n

k

p

k

p
n

k

p

kk baba

/1

1

/1

1

/1

1









∑+








∑≤








∑ −

===

.      (13) 

Это так называемое НЕРАВЕНСТВО МИНКОВСКОГО5. При 1=p  

неравенство Минковского очевидно (модуль суммы не превосходит 

суммы модулей), поэтому будем считать, что 1>p . При 1<p  неравенство 

Минковского не имеет места. Иначе говоря, если бы мы захотели 

рассматривать пространство n

p
R  при  1<p , то в таком пространстве не 

была бы выполнена аксиома треугольника. 

12  Укажем ещё один интересный пример метрического 

пространства. Его элементами являются всевозможные 

последовательности действительных чисел, ,...),...,,(
21 n

xxxx =  такие, 

что ∞<∑
∞

=1k

p

kx , где 1≥p – некоторое фиксированное число, а 

расстояние определяется формулой 

p

k

p

kk xyyx

/1

1

),( 







∑ −=
∞

=

ρ .     (14) 

Это метрическое пространство мы обозначим 
p
l . 

В силу неравенства Минковского (13) имеем при любом n   

                                                 
5
 Минковский, Герман (1864-1909) – немецкий математик, разработавший геометрическую теорию чисел и 

геометрическую четырёхмерную модель теории относительности. 
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∑ −

===

. Так как, по 

предположению, ряды ∑
∞

=1k

p

kx и ∑
∞

=1k

p

ky сходятся, то, переходя к пределу 

при ∞→n , получим 

∞<







∑+








∑≤








∑ −

===

p
n

k

p
k

p
n

k

p
k

p
n

k

p
kk yxxy

/1

1

/1

1

/1

1

.   (15) 

Таким образом, доказано, что формула (14), определяющая 

расстояние в 
p
l , действительно имеет смысл для любых plyx ∈, . 

Одновременно неравенство (15) показывает, что в 
p
l  выполнена аксиома 

треугольника. Остальные аксиомы очевидны.  

Неограниченное количество дальнейших примеров дает следующий 

прием. Пусть R = (X, ρ ) — метрическое пространство и М – любое 

подмножество в X. Тогда М с той же функцией ρ (х,у), которую мы 

считаем теперь определенной для х и у из М, тоже представляет собой 

метрическое пространство; оно называется подпространством 

пространства R. 

 

2 Непрерывные отображения метрических пространств. 

Изометрия. Пусть X  и Y – два метрических пространства и f – 

отображение пространства X в Y . Таким образом, каждому Xx∈  ставится 

в соответствие некоторый элемент )(xfy =   из Y . Это отображение 

называется непрерывным в точке Xx ∈
0

, если для каждого 0>ε  

существует такое 0>δ , что для всех Xx∈ таких, что δρ <),(
0
xx , 

выполнено неравенство ερ <))(),((
01
xfxf  (здесь ρ – расстояние в X , а 

1
ρ – 

расстояние вY ). Если отображение f непрерывно во всех точках 

пространства X , то говорят, что f  НЕПРЕРЫВНО на X . Если X и Y – 

числовые множества, то есть f – числовая функция, определенная на 

некотором подмножестве X числовой оси, то приведенное определение 

непрерывности отображения превращается в хорошо известное из 

элементарного анализа определение непрерывности функции.  
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Аналогично можно определить непрерывную функцию 

(отображение) f  от нескольких переменных 
11

Xx ∈ , …, 
nn

Xx ∈ (где 
1

X , 

…, 
n

X – метрические пространства) со значениями в метрическом 

пространстве Y .  

Заметим в этой связи, что само расстояние ),( yxρ , если 

рассматривать его как функцию переменных x  и y из ,X  непрерывно. Это 

сразу же следует из неравенства ),(),(),(),(
0000
yyxxyxyx ρρρρ +≤− , 

легко выводимого из неравенства треугольника.  

Если отображение f : →X Y  взаимно однозначно, то существует 

обратное отображение )(1 yfx −

=  пространства Y на пространство .X  Если 

отображение f взаимно однозначно и взаимно непрерывно (то есть f  и 
1−f – непрерывные отображения), то оно называется ГОМЕОМОРФНЫМ 

ОТОБРАЖЕНИЕМ или ГОМЕОМОРФИЗМОМ, а сами пространства X  и 

Y , между которыми можно установить гомеоморфизм, называются 

ГОМЕОМОРФНЫМИ между собой. Примером гомеоморфных 

метрических пространств могут служить вся числовая прямая );( ∞−∞  и 

интервал, например, интервал )1;1(− . В этом случае гомеоморфизм 

устанавливается формулой arctgxy
π

2
= . 

Важным частным случаем гомеоморфизма является так называемое 

изометрическое отображение.  

Говорят, что биекция f  между метрическими пространствами 

),( ρXR = и ),( //
ρYR =  является ИЗОМЕТРИЕЙ, если 

))(),((),( 21

/

21 xfxfxx ρρ = для любых Rxx ∈
21

, . Пространства R  и /
R , 

между которыми можно установить изометрическое соответствие, 

называются ИЗОМЕТРИЧНЫМИ.  

Изометрия пространств R  и /
R  означает, что метрические связи 

между их элементами одни и те же; различной может быть лишь природа 

их элементов, что с точки зрения теории метрических пространств 

несущественно. В дальнейшем изометричные между собой пространства 

мы будем рассматривать просто как тождественные.  
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3 Определение и примеры топологических пространств. Пусть  

X  – некоторое множество, пространство-носитель. ТОПОЛОГИЕЙ в 

X называется любая система τ  его подмножеств G , удовлетворяющая 

двум требованиям: 

10 Само множество X и пустое множество  ∅  принадлежат τ . 

20 Всякая сумма 
α

α

G∪  и пересечение k

n

k

G
1=

∩  любого конечного числа 

множеств из τ  принадлежат τ . 

Множество X  с заданной в нем топологией τ , то есть пара ( X ,τ ), 

называется ТОПОЛОГИЧЕСКИМ ПРОСТРАНСТВОМ.  

Множества, принадлежащие системе τ , называются ОТКРЫТЫМИ.  

Так же, как метрическое пространство есть совокупность множества 

точек-«носителя» и введенной в этом множестве метрики, топологичес-

кое пространство есть совокупность множества точек и введенной в нём 

топологии. Таким образом, задать топологическое пространство – это 

значит задать некоторое множество X  и задать в нем топологию τ , то 

есть указать те подмножества, которые считаются в X открытыми.  

Ясно, что в одном и том же множестве X  можно вводить разные 

топологии, превращая его тем самым в различные топологические 

пространства. Топологическое пространство, то есть пару ( X ,τ ), мы бу-

дем обозначать одной буквой, например, Т. Элементы топологического 

пространства мы будем называть ТОЧКАМИ.  

Множества T\G , дополнительные к открытым, называются ЗА-

МКНУТЫМИ множествами топологического пространства Т. Из аксиом 

1° и 2° в силу соотношений двойственности (гл. I, стр.6) вытекает, что:  

1 Пустое множество ∅  и всё Т замкнуты.  

2 Пересечение любого (конечного или бесконечного) набора и сумма 

конечного числа замкнутых множеств замкнуты.  

На основе этих определений естественно вводятся во всяком тополо-

гическом пространстве понятия окрестности, точки прикосновения, замы-

кания множества и т. д. Именно:  

ОКРЕСТНОСТЬЮ ТОЧКИ Tx∈  называется всякое открытое мно-

жество TG⊂ , содержащее точку x ; точка Tx∈  называется ТОЧКОЙ 
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ПРИКОСНОВЕНИЯ множества TM ⊂ , если каждая окрестность точки x  

содержит хотя бы одну точку из ;M   x  называется ПРЕДЕЛЬНОЙ ТОЧ-

КОЙ множества ,M  если каждая окрестность точки x  содержит хотя бы 

одну точку из ,M  отличную от x . Совокупность всех точек прикоснове-

ния множества M  называется ЗАМЫКАНИЕМ множества M  и обозна-

чается символом [M ]. Можно доказать, что замкнутые множества (опре-

деленные нами выше как дополнения открытых), и только они, удовле-

творяют условию [M ] = .M  Как и в случае метрического пространства, 

[M ] есть наименьшее замкнутое множество, содержащее M . 

Примеры: 

1 Открытые множества во всяком метрическом пространстве 

удовлетворяют аксиомам 1° и 2° определения топологического 

пространства. Таким образом, всякое метрическое пространство является 

и топологическим пространством. 

2 Пусть Т – произвольное множество. Будем считать открытыми все 

его подмножества. Аксиомы 1° и 2° при этом, очевидно, выполнены, то 

есть мы действительно получаем топологическое пространство. В нем все 

множества одновременно и открыты, и замкнуты, и, значит, каждое из них 

совпадает со своим замыканием. Такой ТРИВИАЛЬНОЙ топологией 

обладает, например, метрическое пространство, указанное в предыдущем 

примере.  

3 В качестве другого крайнего случая рассмотрим в произвольном 

множестве X  тривиальную топологию, состоящую только из двух 

множеств: всего X  и пустого множества ∅ . Здесь замыкание каждого 

непустого множества есть всё X . Такое топологическое пространство 

можно назвать «пространством СЛИПШИХСЯ точек».  

4 Пусть T  состоит из двух точек a  и b , причем открытыми 

множествами мы считаем всё T , пустое множество и множество, 

состоящее из одной точки b . Аксиомы 1° и 2° здесь выполнены. В этом 

пространстве (которое часто называют СВЯЗНЫМ ДВОЕТОЧИЕМ) 

замкнуты такие подмножества: всё T , пустое множество и точка a . 

Замыкание одноточечного множества {a } есть всё T . 
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Самый прямой способ задать топологию в некотором пространстве 

состоит в том, чтобы непосредственно указать те множества, которые мы 

считаем открытыми. Набор этих множеств должен удовлетворять 

требованиям 1° и 2°. 

 

4 Линейные пространства. Понятие линейного пространства 

является одним из важнейших в современной математике. Множество 

всех векторов плоскости или трехмерного пространства и, что особенно 

важно, различные множества функций (функциональные пространства) 

можно охарактеризовать одними и теми же общими свойствами 

линейности. Следуя принятому в математике аксиоматическому подходу, 

выделяют основные из этих свойств в систему аксиом, определяющих 

общее понятие линейного пространства. 

Определение 1. Непустое множество L  элементов ,...,, zyx  

называется ЛИНЕЙНЫМ или ВЕКТОРНЫМ ПРОСТРАНСТВОМ, если 

оно удовлетворяет условиям:  

I Для любых двух элементов Lyx ∈,  однозначно определен третий 

элемент Lz∈ , называемый их СУММОЙ и обозначаемый yx + , причем  

1) xyyx +=+  (коммутативность),  

2) zyxzyx ++=++ )()(  (ассоциативность),  

3) в L  существует такой элемент 0, что xx =+ 0  для всех Lx∈  

(существование нуля),  

4) для каждого Lx∈  существует такой элемент x− , что 

0)( =−+ xx (существование противоположного элемента).  

II Для любого числа α  и любого элемента Lx∈  определен элемент 

Lx∈α  (ПРОИЗВЕДЕНИЕ элемента x  на число α ), причем  

1) xx )()( αββα = ,  

2) xx =⋅1 ,  

3) xxx βαβα +=+ )( ,  

4) yxyx ααα +=+ )( .  

В зависимости от того, какой запас чисел (все комплексные или 

только действительные) используется, различают комплексные и 
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действительные линейные пространства). Всюду, где не оговорено 

противное, наши построения будут верны как для действительных, так и 

для комплексных пространств. 

Заметим, что всякое комплексное линейное пространство можно 

рассматривать как некоторое действительное пространство, если 

ограничиться в нем умножением векторов на действительные числа. 

Рассмотрим некоторые примеры линейных пространств, предоставив 

читателю (в виде упражнений) проверить для каждого из них 

сформулированные выше аксиомы.  

1 Прямая линия 1
R , то есть совокупность действительных чисел, с 

обычными арифметическими операциями сложения и умножения, 

представляет собой линейное пространство.  

2 Совокупность всевозможных наборов n  (действительных или 

комплексных) чисел ),...,,(
21 n

xxxx = , где сложение и умножение на 

число определяются формулами:  

),...,,(),...,,(),...,,(
22112121 nnnn

yxyxyxyyyxxx +++=+ , 

),...,,(),...,,(
2121 nn

xxxxxx αααα = , 

также является линейным пространством. Оно называется 

действительным n

R  или комплексным n

C  АРИФМЕТИЧЕСКИМ 

ПРОСТРАНСТВОМ.  

3 Непрерывные (действительные или комплексные) функции на 

некотором отрезке [ ]ba;  с обычными операциями сложения функций и 

умножения их на числа образуют линейное пространство [ ]baC ; , 

являющееся одним из важнейших для анализа.  

4 Пространство 
2
l , в котором элементами служат 

последовательности чисел (действительных или комплексных) 

,...),...,,(
21 n

xxxx = , удовлетворяющие условию  

∞<∑
∞

=1

2

n

n
x ,      (16) 

с операциями  

,...),...,,(,...),...,,(,...),...,,(
22112121 nnnn

yxyxyxyyyxxx +++=+ , 
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,...),...,,(,...),...,,(
2121 nn

xxxxxx αααα = , 

является линейным пространством. Тот факт, что сумма двух 

последовательностей, удовлетворяющих условию (16), также 

удовлетворяет этому условию, вытекает из элементарного неравенства 
2

2

2

1

2

21
22)( aaaa +≤+ . 

5 Сходящиеся последовательности ,...),(
21
xxx =  с покоординатными 

операциями сложения и умножения на числа образуют линейное 

пространство. Обозначим его с .  

6 Последовательности, сходящиеся к 0, с теми же операциями 

сложения и умножения, также образуют линейное пространство. 

Обозначим его 
0

с . 

7 Совокупность m  всех ограниченных числовых последователь-

ностей с теми же операциями сложения и умножения на числа, что и в 

примерах 4-6, тоже представляет собой линейное пространство.  

8 Наконец, совокупность ∞

R  всевозможных числовых 

последовательностей с теми же самыми операциями сложения и 

умножения на числа, что и в примерах 4-7, тоже является линейным 

пространством.  

Поскольку свойства линейного пространства – это свойства 

операций сложения элементов и умножения их на числа, естественно 

ввести следующее определение.  

Определение 2. Линейные пространства L  и L* называются 

ИЗОМОРФНЫМИ, если между их элементами можно установить взаимно 

однозначное соответствие, которое согласовано с операциями в L  и L*.  

Это означает, что из *
xx ↔ и *

yy ↔ ; ),,,( ***
LyxLyx ∈∈  следует 

**
yxyx +↔+ и *

xx αα ↔  (α – произвольное число). 

Изоморфные пространства можно рассматривать как различные 

реализации ОДНОГО И ТОГО ЖЕ пространства. Примерами изоморфных 

линейных пространств могут служить арифметическое n -мерное 

пространство (действительное или комплексное) и пространство всех 

многочленов степени 1−≤ n  (соответственно с действительными или 
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комплексными коэффициентами) с обычными операциями сложения 

многочленов и умножения их на числа (докажите изоморфность!).  

Определение 3. Элементы wyx ,...,,  линейного пространства L  

называются ЛИНЕЙНО ЗАВИСИМЫМИ, если существуют такие числа 

,,...,, λβα  не все равные 0, что  

.0.... =+++ wyx λβα       (17) 

В противном случае эти элементы называются ЛИНЕЙНО 

НЕЗАВИСИМЫМИ. Иначе говоря, элементы wyx ,...,,  линейно 

независимы, если из равенства (17) вытекает, что .0.... ==== λβα  

БЕСКОНЕЧНАЯ система элементов ,..., yx  пространства L  

называется ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИМОЙ, если любая ее конечная 

подсистема линейно независима.  

Если в пространстве L  можно найти n  линейно независимых 

элементов, а любые n  + 1 элементов этого пространства линейно 

зависимы, то говорят, что пространство L имеет РАЗМЕРНОСТЬ n . Если 

же в L  можно указать систему из произвольного конечного числа линейно 

независимых элементов, то говорят, что пространство L  

БЕСКОНЕЧНОМЕРНО. БАЗИСОМ в n -мерном пространстве L  

называется любая система из n  линейно независимых элементов. 

Пространства n

R  в действительном случае и n

C  в комплексном имеют, 

как легко проверить, размерность n , оправдывая тем самым свое 

название. 

 

5 Нормированные пространства.  Линейное пространство X  над 

множеством действительных чисел R  (комплексных чисел C ) называется 

НОРМИРОВАННЫМ пространством, если каждому Xx∈  поставлено в 

соответствие неотрицательное число  x , называемое НОРМОЙ x , так, 

что выполнены следующие три аксиомы: 

1)  0=x  тогда и только тогда, когда 0=x ; 

2) xx ⋅=⋅ λλ  для любого Xx∈  и любого действительного (ком-

плексного) числа λ ; 

3) yxyx +≤+  для любых Xyx ∈, . 
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Всякое нормированное пространство становится метрическим про-

странством, если ввести в нём расстояние yxyx −=),(ρ . 

ОТКРЫТЫМ ШАРОМ с центром в точке Xx ∈
0

и радиусом 

0>r называется множество { }rxxXxxS
r

<−∈=
00

:)( . ЗАМКНУТЫМ 

ШАРОМ с центром в точке Xx ∈
0

 и радиусом 0>r  называется множе-

ство { }rxxXxxS r ≤−∈=
00

:)(
_

. СФЕРОЙ с центром в точке Xx ∈
0

 и ра-

диусом 0>r  называется множество { }rxxXxx
r

=−∈=
00

:)(ο . 

Множество XA ⊂  называется ОГРАНИЧЕННЫМ, если его можно 

заключить в некоторый шар (открытый или замкнутый) конечного радиуса. 

ДИАМЕТРОМ  множества XA ⊂  называется число yxAdiam
Ayx

−=

∈,

sup . 

РАССТОЯНИЕМ ОТ ТОЧКИ Xx∈ ДО МНОЖЕСТВА XA ⊂  называется 

число yxAx
Ay

−=

∈

inf),(ρ . РАССТОЯНИЕМ МЕЖДУ МНОЖЕСТВАМИ 

XBA ⊂,  называется число yxBA
ByAx

−=

∈∈ ,

inf),(ρ . 

Множество XM ⊂  называется ОТКРЫТЫМ, если для любого 

Mx ∈
0

 существует 0>r  такое, что MxS
r
⊂)(

0
. Точка Ma∈  называется 

ПРЕДЕЛЬНОЙ точкой множества XM ⊂ , если в любом шаре )(aS
r

 

найдётся точка Mx∈  )( ax ≠ . Множество всех предельных точек множе-

ства M  обозначается /
M . Множество /MM ∪  называется ЗАМЫКАН-

МЕМ множества M  и  обозначается 
__

M . Множество XM ⊂  называется  

ЗАМКНУТЫМ, если MM =

__

. 

Последовательность )( NnXx
n

∈∈  называется СХОДЯЩЕЙСЯ к 

элементу Xx ∈
0

 (записывают 
0

xx
n
→ ), если 0

0
→− xx

n
 при  ∞→n . 

Множество XL ⊂ называется ЛИНЕЙНЫМ МНОГООБРАЗИЕМ, 

если из Lyx ∈,  следует, что Lyx ∈+  и Lx ∈λ  для любого числа λ . Если 

линейное многообразие является замкнутым в X  множеством, то оно 

называется ПОДПРОСТРАНСТВОМ. АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СУММОЙ 

множеств A  и B  пространства X  называется множество BA +  всевоз-

можных сумм вида ba + , где Aa∈ , Bb∈ . Пусть Xx ∈
0

– произвольный 
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элемент, а XL ⊂ – линейное многообразие. Множество Lx +
0

 называется 

АФФИННЫМ МНОГООБРАЗИЕМ. Пусть ML,  – подпространства X  та-

кие, что любой элемент Xx∈  единственным образом представим в виде 

vux += , где Lu∈ , Mv ∈ . В этом случае говорят, что X  есть ПРЯМАЯ 

СУММА  L  и M , и записывают MLX ⊕= . 

ОТРЕЗКОМ, соединяющим точки Xyx ∈, , называется множество 

точек вида yx βα + , где 0≥α , 0≥β , 1=+ βα . Множество XA ⊂ называ-

ется ВЫПУКЛЫМ, если отрезок, соединяющий любые две точки множе-

ства A , целиком лежит в A . 

Множество XA ⊂  называется ВСЮДУ ПЛОТНЫМ в X , если 

XA =

__

. Пространство X  называется  СЕПАРАБЕЛЬНЫМ, если в нём су-

ществует счётное всюду плотное множество. Множество XA ⊂  называет-

ся НИГДЕ НЕ ПЛОТНЫМ в X , если в каждом шаре XS ⊂ содержится 

другой шар 
1

S , не содержащий точек A . 

Пространство X  называется  СТРОГО НОРМИРОВАННЫМ, если в 

нём равенство yxyx +=+  при 0≠x , 0≠y  возможно только для 

xy λ= , где 0>λ . 

Отображение YXF →:  линейного нормированного пространства X  

в линейное нормированное пространство Y  называется  НЕПРЕРЫВНЫМ 

В ТОЧКЕ Xx ∈
0

, если для любого 0>ε  существует 0>= )(εδδ  такое, 

что для любого )(
0

xSx δ∈  ))(()(
0

xfSxf
ε

∈ . Отображение YXF →:  назы-

вается  НЕПРЕРЫВНЫМ, если оно непрерывно в каждой точке Xx ∈
0

. 

Отображение YXF →:  называется  РАВНОМЕРНО НЕПРЕРЫВНЫМ, 

если для любого 0>ε  существует 0>= )(εδδ  такое, что для любого 

Xx ∈
0

 из )(
0

xSx δ∈ следует ))(()(
0

xfSxf
ε

∈ . 

Рассмотрим некоторые примеры нормированных пространств. 

1 Прямая линия 1
R  становится нормированным пространством, если 

для всякого числа 1
Rx ∈  положить xx = .  

2 Если в действительном n-мерном пространстве n
R  с элементами   

),...,,(
n

xxxx
21

= положить  
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∑=
=

n

k
kxx

1

2
,                            (18) 

то все аксиомы нормы будут выполнены. 

Формула  2

1

)(),(
k

n

k
k

yxyxyx −∑=−=
=

ρ  определяет в n
R  метрику, 

которую мы в этом пространстве уже рассматривали.  

В этом же линейном пространстве можно ввести норму  

∑=
=

n

k
k

xx

1
1

     (19) 

или норму  

k
nk

xx

≤≤

=

1
0

max .     (20) 

Эти нормы определяют в n
R  метрики, которые мы рассматривали в 

примерах 5 и 6 пункта 1 гл. II. Проверка того, что в каждом из этих случа-

ев аксиомы нормы действительно выполнены, не составляет труда.  

В комплексном n-мерном пространстве n
С  можно ввести норму  

∑=
=

n

k
k

xx

1

2

 

или любую из норм (19) или (20). 

3 В пространстве [ ]baС
,

 непрерывных функций на отрезке [ ]ba,  опре-

делим норму формулой  

)(max tff
bta ≤≤

= .           (21) 

Соответствующее расстояние уже рассматривалось в примере 7 

пункта 1 гл. II.  

4 Пусть m  – пространство ограниченных числовых последователь-

ностей  

,...),...,,(
n

xxxx
21

= . 

Положим  

n

n

xx sup= .         (22) 

Условия 1)-3) определения нормы здесь, очевидно, выполнены.  

Метрика, которая индуцируется в m  этой нормой, совпадает с той, 

которую мы уже рассматривали (пример 10 пункта 1 гл. II). 
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6 Евклидовы пространства. Один из хорошо известных способов 

введения нормы в линейном пространстве – это задание в нем скалярного 

произведения. Напомним, что СКАЛЯРНЫМ ПРОИЗВЕДЕНИЕМ в 

действительном линейном пространстве R  называется действительная 

функция ),( yx , определенная для каждой пары элементов Ryx ∈,  и 

удовлетворяющая следующим условиям:  

1) ),(),( xyyx = ,  

2) ),(),(),(
2121
yxyxyxx +=+ , 

3) ),(),( yxyx λλ = , 

4) 0),( ≥xx , причём 0),( =xx  только при 0=x . 

Линейное пространство с фиксированным в нем скалярным 

произведением называется ЕВКЛИДОВЫМ ПРОСТРАНСТВОМ. В 

евклидовом пространстве R  вводится норма с помощью формулы  

),( xxx = . 

Из свойств 1)- 4) скалярного произведения следует, что все аксиомы 

нормы при этом выполнены.  

Действительно, выполнение аксиом 1) и 3) нормы очевидно, а 

выполнение аксиомы 2) (неравенство треугольника) вытекает из 

неравенства КОШИ-БУНЯКОВСКОГО  

yxyx ⋅≤),( ,     (23) 

которое мы сейчас докажем. 

Рассмотрим квадратный трехчлен от действительной переменной λ , 

неотрицательный при всех значениях λ :  
2222 ),(2),(),(2),(),()( yyxxyyyxxxyxyx ++=++=++= λλλλλλλϕ . 

Так как это выражение представляет собой скалярный квадрат 

некоторого вектора, то всегда 0)( ≥λϕ . Следовательно, дискриминант 

этого квадратного трехчлена меньше или равен нулю, то есть  

04),(4
222
≤− yxyx , что и требовалось доказать.  

Неравенство Коши-Буняковского как раз и выражает не что иное, как 

неположительность дискриминанта этого квадратного трехчлена )(λϕ . 
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Отметим, что в евклидовом пространстве сумма, произведение на 

число и скалярное произведение непрерывны, то есть если xx
n
→ , 

yy
n
→  (в смысле сходимости по норме), λλ →

n
 (как числовая 

последовательность), то 

yxyx
nn

+→+ , 

xx
nn

λλ → , 

),(),( yxyx
nn
→ . 

Доказательство этих фактов основано на использовании неравенства 

Коши-Буняковского (4) и предоставляется читателю в качестве 

упражнения.  

Наличие в R  скалярного произведения позволяет ввести в этом 

пространстве не только норму (то есть длину) вектора, но и угол между 

векторами: именно, угол ϕ  между векторами x  и y  определяется 

формулой 

                                              
yx

yx

⋅

=

),(
cosϕ .     (24) 

При этом из неравенства Коши-Буняковского (23) вытекает, что 

выражение, стоящее в (24) справа, по модулю не превосходит 1,  и, 

следовательно, формула (24) действительно для любых ненулевых x  и y  

определяет некоторый угол ϕ , πϕ ≤≤0 .  

Если 0),( =yx , то из (24) получаем, что 
2

π
ϕ = ; в этом случае векторы 

x  и y  называются ОРТОГОНАЛЬНЫМИ.  

Система НЕНУЛЕВЫХ векторов { }
α
x  из R  называется 

ОРТОГОНАЛЬНОЙ, если  0),( =βα xx , при βα ≠ . 

Если векторы { }
α
x  ортогональны, то они линейно независимы. В 

самом деле, пусть 0...
2211

=+++
nn

xaxaxa
ααα

; 

поскольку { }
α
x – ортогональная система, имеем  

0),()...,(
11

==++
iiinni

xxaxaxax
ααααα , 
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но 0),( ≠
ii

xx
αα

 и, значит, 0=
i

a  для всех ....,,2,1 ni =  

Если ортогональная система { }
α
x  ПОЛНА (то есть наименьшее 

содержащее её замкнутое подпространство есть всё R ), то она называется 

ОРТОГОНАЛЬНЫМ БАЗИСОМ. Если при этом норма каждого элемента 

равна 1, то система { }
α
x  называется ОРТОГОНАЛЬНЫМ 

НОРМИРОВАННЫМ БАЗИСОМ. Вообще, если система { }
α
x  (полная 

или нет) такова, что  





=

≠
=

,1

,0
),(

βα

βα
βα

при

при
xx  

то она называется ОРТОГОНАЛЬНОЙ НОРМИРОВАННОЙ 

(короче: ОРТОНОРМАЛЬНОЙ) СИСТЕМОЙ. Ясно, что если { }
α
x  – 

ортогональная система, то 








α

α

x

x
 – ортогональная нормированная 

система.  

Рассмотрим некоторые примеры евклидовых пространств и 

ортогональных базисов в них.  

1 n -мерное арифметическое пространство n

R , элементами которого 

служат системы действительных чисел ),...,,(
21 n

xxxx = , с обычными 

операциями сложения и умножения и скалярным произведением  

∑=
=

n

i

ii
yxyx

1

),(       (25) 

Представляет собой хорошо известный пример евклидова 

пространства. Ортогональный нормированный базис в нём (один из 

бесконечного множества возможных) образуют векторы  

)0...,,0,0,1(
1
=e , 

)0...,,0,1,0(
2
=e , 

… 

)1...,,0,0,0(=
n
e . 

2 Пространство 
2
l  с элементами ,...),...,,(

21 n
xxxx = , где ∞<∑

∞

=1

2

i

i
x , 

и скалярным произведением 
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∑=
∞

=1

),(
i

ii
yxyx        (26) 

есть евклидово пространство. Действительно, сходимость ряда, 

стоящего в (21) справа, доказана в примере 4 (пункта I главы II). Свойства 

1)-4) скалярного произведения проверяются непосредственно. 

Простейший ортогональный нормированный базис в 
2
l  образуют векторы 













=

=

=

...

...),,1,0,0(

...),,0,1,0(

...),,0,0,1(

3

2

1

e

e

e

                                                 (27) 

Ортогональность и нормированность этой системы ясны. Вместе с 

тем система (27) полна: пусть ,...),...,,(
21 n

xxxx =  – любой вектор из 
2
l  и  

...),0,0,,...,,( 21
)(

n

n

xxxx = . Тогда )(n
x  есть линейная комбинация векторов  

1
e , …, 

n
e  и 0

)(
→− xx

n  при ∞→n .  

3 Пространство [ ]baC ; , состоящее из непрерывных на [ ]ba;  

действительных функций, со скалярным произведением  

( ) ∫=
b

a

dttgtfgf )()(,                                                  (28) 

также является евклидовым. Среди различных ортогональных 

базисов, которые можно указать в нем, важнейшим является 

тригонометрическая система, состоящая из функций  

ab

t
n

ab

t
n

−−

ππ 2
sin,

2
cos,

2

1
        ...).,2,1( =n                                          (29) 

Ортогональность этой системы проверяется непосредственно.  

Если рассматриваются непрерывные функции на отрезке длины π2 , 

например, на [ ]ππ ;− , то соответствующая тригонометрическая система 

есть:  
                       ntnt sin,cos,2/1         ...).,2,1( =n  

7 Мера. Задача измерения длин, площадей и объемов восходит к 

глубокой древности. Частичное ее решение, данное математиками антич-

ности и формализованное в конце XIX века, приводит к так называемой 
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мере Жордана (которую правильнее называть мерой Пеано6-Жордана7), 

определяемой следующим образом. Для упрощения мы обсудим одномер-

ный случай и попытаемся задать длину λ подмножеств отрезка I = [0,1]. 

Для промежутка J вида (а,b), [а,b), [а,b] или (а,b] полагаем λ (J) = ab − . 

Для конечного объединения непересекающихся промежутков J1,...,Jn пола-

гаем λ(
n

i 1=

∪ Ji)= 
n

i 1=

∑  λ(Ji). Такие множества будем называть элементарными. 

Таким образом, понятие меры )(Aµ  множества A  является 

естественным обобщением понятий:  

1) длины )(∆l  отрезка ∆ ,  

2) площади S(F) плоской фигуры F,  

3) объема V(G) пространственной фигуры G,  

4) приращения )()( ab ϕϕ − неубывающей функции )(tϕ  на 

полуинтервале [ )ba; ,  

5) интеграла от неотрицательной функции, взятого по некоторой 

линейной, плоской или пространственной области, и т. п.  

Это понятие возникло в теории функций действительного 

переменного, а оттуда перешло в теорию вероятностей, теорию 

динамических систем, функциональный анализ и многие другие области 

математики. 

Например, рассмотрим систему U множеств на плоскости ),( yx , 

каждое из которых определяется одним из неравенств вида  

bxa ≤≤ , bxa ≤< , bxa <≤ , bxa <<   

и одним из неравенств вида  

dyc ≤≤ , dyc ≤< , dyc <≤ , dyc << ,  

где a , b , c  и d  – произвольные числа. Множества, принадлежащие 

этой системе, мы будем называть ПРЯМОУГОЛЬНИКАМИ. Замкнутый 

прямоугольник, определяемый неравенствами bxa ≤≤ , dyc ≤≤ ,  

представляет собой прямоугольник в обычном смысле (вместе с 
                                                 
6
 Джузе́ппе Пеа́но (1858-1932) – итальянский математик. Один из основателей 

математической логики и теории множеств. Известен важными результатами в математиче-

ском анализе, теории дифференциальных уравнений, геометрии. 
7
 Мари́ Энмо́н Ками́ль Жорда́н (1838-1922) – французский математик, известен благодаря 

своим работам в теории групп, теории функций, а также топологии. 
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границей), если ba <  и dc < ; отрезок (если ba =  и dc <  или ba <  и dc = ); 

точку (при ba = , dc = ); и, наконец, пустое множество (если ba >  или 

dc > ). Открытый прямоугольник bxa << , dyc << будет в зависимости от 

соотношений между a , b , c  и d  прямоугольником без границы или 

пустым множеством. Каждый из прямоугольников остальных типов 

(назовем их полуоткрытыми) представляет собой настоящий 

прямоугольник без одной, двух или трех сторон, интервал, полуинтервал, 

либо, наконец, пустое множество.  

Класс всех прямоугольников на плоскости обозначим θ .  

Для каждого из невырожденных прямоугольников определим его 

меру в соответствии с известным из элементарной геометрии понятием 

площади. Именно мера прямоугольника (замкнутого, открытого или 

полуоткрытого), определяемого числами a , b , c  и d  равна ))(( cdаb −− . 

Мера пустого множества равна нулю. 

Таким образом, любому прямоугольнику UP ⊂ поставлено в 

соответствие число )(Pm  – его мера; при этом выполнены следующие 

условия:  

1) мера )(Pm  принимает действительные неотрицательные значения;  

2) мера )(Pm  аддитивна, то есть если k

n

k

PP
1=

∪=  и =∩ ki PP ∅  при 

ki ≠ , то ∑=
=

n

k
kPmPm

1

)()( . 

Понятие меры с сохранением её основных свойств распространено 

на класс множеств более широкий, чем конечные соединения 

прямоугольников со сторонами параллельными осям координат. Решение 

этой задачи было дано А. Лебегом8 в начале XX века. 

 

Упражнения для самоконтроля (глава II) 

1 Сформулируйте определение метрического пространства. 

Приведите пример метрического пространства. 

2 Дайте понятие непрерывного отображения, изометрии. 
                                                 
8
 Анри Леон Лебе́г (1875-1941) – французский математик, известен как автор теории интегриро-

вания, обобщающей обычное определение интеграла на более широкий класс функций.  
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3 Сформулируйте понятие и приведите пример топологического 

пространства. 

4 Сформулируйте понятие линейного пространства, изоморфных 

линейных пространств, базиса. 

5 Сформулируйте понятие скалярного произведения, евклидова 

пространства, ортогонального нормированного базиса. 

6 Проверьте, что множество действительных чисел с расстоянием 

ρ (х,у) = yx −  образует метрическое пространство 1
R . 

7 Какое классическое неравенство использовано при доказательстве 

третьей аксиомы в задаче «множество упорядоченных групп (кортежей) 

из n действительных чисел ),...,(
21 n

xxxx =  с расстоянием 

∑ −=
=

n

k
kk xyyx

1

2)(),(ρ  образует метрическое пространство»?         

8 Можно ли множество всех ограниченных функций )(ΩB  на непу-

стом множестве Ω  считать метрическим пространством с метрикой 

)()(sup),( xgxfgf
x

−=

Ω∈

ρ ? 

9 Проверьте, что множество всех ограниченных 

последовательностей ,...),...,,(
21 n

xxxx =  действительных чисел с 

метрикой kk

k

xyyx −= sup),(ρ  образует метрическое пространство. 

10 Как используется неравенство Минковского в доказательстве то-

го, что множество, состоящее из всевозможных последовательностей 

действительных чисел ,...),...,,(
21 n

xxxx = , таких, что ∞≤∑
∞

=1k

p

kx , где 

1≥p  – некоторое фиксированное число, а расстояние определяется 

формулой 

p

k

p

kk xyyx

/1

1

),( 







−= ∑

∞

=

ρ , образует метрическое 

пространство? 

11 Откуда следует, что любое метрическое пространство является 

топологическим? 
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12 Проверьте, что сходящиеся последовательности ,...),(
21
xxx =  с 

покоординатными операциями сложения и умножения на числа образуют 

линейное пространство. 

13 Проверьте, что последовательности, сходящиеся к 0, с теми же 

операциями сложения и умножения образуют линейное пространство. 

14 Проверьте, что совокупность m  всех ограниченных числовых 

последовательностей с теми же операциями сложения и умножения на 

числа образуют линейное пространство. 

15 Проверьте, что совокупность ∞

R  всевозможных числовых  

последовательностей с теми же самыми операциями сложения и 

умножения на числа образует линейное пространство. 

16 Может ли функция )()(),( 2

1

2

2

2

1

2

221
yyxxAAf +−+=  служить 

метрикой пространства 2
R ? 

17 Расстояние между точками );( 41
1

A  и );( 311
2

A  в метрике 

),max(),(
121221

yyxxAA −−=ρ , где );(
111

yxA  и );(
222

yxA , равно … 

18 Расстояние между комплексными числами iz 32
1

+=  и iz 24
2

−=  

в метрике 
1221
zzzz −=),(ρ  равно … 

19 Удовлетворяет ли всем трём аксиомам метрического пространства 

функция 
xy

xy
yxf

−+

−

=

1
),( , где Ryx ∈, ? 

20 Удовлетворяет ли всем трём аксиомам метрического пространства 

функция 
xy

yx
yxf

−

=),( , заданная на множестве натуральных чисел? 

21 Какой из трёх аксиом метрического пространства не 

удовлетворяет функция 
1221
xxxxf −=),( , где Rxx ∈

21
, ? 

22 Удовлетворяет ли всем трём аксиомам метрического пространства 

функция 




≠

=
=

;,

,,
),(

yxесли

yxесли
yxf

1

0
, заданная на множестве целых чисел? 

23 Образует ли множество всевозможных последовательностей 

действительных чисел вида ,...),...,,(
n

xxxx
21

= , удовлетворяющих усло-
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вию ∞<∑
∞

=1

2

k
kx , с расстоянием ∑ −=

∞

=1

2

n

nn
yxyx ),(ρ метрическое 

пространство? 

24 Удовлетворяет ли всем трём аксиомам метрического пространства 

функция xyyxf 22 −=),( , заданная на множестве действительных чисел? 

25 Дано множество { }RyxyxA ∈= ,:);(  с метрикой 

),max(),(
121221

yyxxAA −−=ρ , где ),(
111

yxA  и ),(
222

yxA . Найти область, 

соответствующую неравенству 1<),( AOρ , где ),( 00O  – начало координат.  

26 Мера плоского множества, изображенного на рисунке 14, в 

пространстве 2
R  равна … 

        

      y 

       4   

       3 

       2 

         
       1 

                                                                           

         0        1      2     3     4      5      6          x            

                      

Рисунок 14 – Рисунок к задаче 26 

 

27  Мера плоского множества, { }222
+−<<∈ xyxRyx :);(  равна… 

28  Доказать, что [ ]10,С  –  множество всех непрерывных функций на 

отрезке [ ]10,  имеет мощность континуума. 

29 X – нормиронное пространство. Доказать, что алгебраическая 

сумма двух ограниченных его помножеств – ограниченное множество.  

30  Доказать, что множество XA ⊂  является ограниченным тогда и 

только тогда, когда ∞<Adiam . 

31  Пусть XA ⊂ – ограниченное множество. Доказать, что 
__

A – огра-

ниченное множество и 
__

AdiamAdiam = . 
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32  Доказать, что для произвольного множества XA ⊂  ( X –  линей-

ное метрическое пространство) имеет место включение /// )( AA ⊂ . Воз-

можно ли здесь строгое включение? 

33  Следует ли из 
1

XBA ⊂, , 
____

BA ⊂ , что BA ⊂ , если 
1

X –  метриче-

ское пространство? 

34  Проверьте, что пространство [ ]baС
,

, состоящее из непрерывных на 

[ ]ba;  действительных функций,  может быть евклидовым. 

35 Откуда следует, что любое нормированное пространство может 

быть метрическим? 

36 Докажите ортогональность системы  
ab

t
n

ab

t
n

−−

ππ 22

2

1
sin;cos; , 

...),,( 21=n . 
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Ответы и пояснения к упражнениям главы II 

6 Воспользоваться свойством модуля разности двух чисел. 

7 Неравенство Коши-Буняковского. 

8 Да. 

10 Смотри пример 12 на странице 38. 

11 Воспользоваться определением окрестности в топологическом 

пространстве. 

16 Нет, так как по определению метрического пространства 

0
21
≥),( AAρ  для любой пары точек. 

17 1011043111
21

==−−= ),max(),max(),( AAρ .  

18 29254523224
1221

=+=−=−−−=−= iiizzzz ),(ρ .  

19 Проверим выполнение аксиом метрического пространства: 

1) yx
xy

xy
yxf =⇔=

−+

−

= 0
1

),( ; 

2) ),(),( xyf
yx

yx

xy

xy
yxf =

−+

−

=

−+

−

=

11
; 

3) неравенство треугольника: ),(),(),( yzfzxfyxf +≤ .  

Доказательство.  

Так как 
xyxy

xy
yxf

−+

−=

−+

−

=

1

1
1

1
),(  и xzzyxy −+−≤− , 

Rzyx ∈∀ ,, , то с учётом монотонного возрастания 0
1

1
1 ≥

+

−= u
u

uf ,)(  









>

+
= 0

1

1

2)(
)(/

u
uf  имеем )()( xzzyfxyf −+−≤−  ⇒  

xz

xz

zy

zy

xzzy

xzzy

xy

xy

−+

−
+

−+

−
≤

−+−+

−+−
≤

−+

−

1111
. 

20 Проверим выполнение аксиом метрического пространства: 

1) yx
xy

yx
yxf =⇔=

−

= 0),( ; 

2) ),(),( xyf
yx

xy

xy

yx
yxf =

−

=

−

= ; 

3) неравенство треугольника ),(),(),( yzfzxfyxf +≤  для Nzyx ∈∀ ,, : 
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≤
−

+
−

=−+−=−=
−

=
−

=

xz

zx

yz

yz

xzzyxyxy

yx

xy

yx
yxf

111111
),(  

),(),( yzfzxf
xz

zx

yz

yz

xz

zx

yz

yz
+=

−
+

−
=

−
+

−
≤ . 

21 Функция 
1221
xxxxf −=),( , где Rxx ∈

21
, , не удовлетворяет 

аксиоме симметрии, так как ),(),(
1221
xxfxxf −= , то есть 

2112
xxxx −≠− . 

22 Проверим выполнение аксиом метрического пространства:  

1) yxyxf =⇔= 0),( - по определению. 

2) 




≠

=
==

.,

,,
),(),(

yxесли

yxесли
xyfyxf

1

0
 

3) 








≠≠

≠==≠

==

=+

,,

,,

,,

),(),(

zyиyxесли

zyxилиzyxесли

zyxесли

zyfyxf

2

1

0

 

 ⇒




≠

=
=

;,

,,
),(

zxесли

zxесли
zxf

1

0
),(),(),( zxfzyfyxf ≥+ . 

23 Да, так как )()( 222
2

kk
yxyx

kk
+≤± . 

24 Да, так как xzzyxzzy
22222222 −+−≤−+− . 

25 Так как 1<),max( yx , то 11 <<− x , 11 <<− y . Данное множество 

является внутренностью квадрата с центром симметрии в точке O  и сто-

роной, равной 2. 

26 Мерой плоского множества в данном случае является площадь 

заштрихованной части большого круга, определяемая как разность 

площадей большого и малого кругов. Площадь 

πππ ⋅=−=−= 314
2

2

2

1
)()( RRS  (ед2). 

27 Мера плоского множества { }222
+−<<∈ xyxRyx :);(   равна 

площади соответствующей фигуры, изображённой на рисунке 15. 

Вычислим данную площадь с помощью определённого интеграла: 

2

1
42

1

2

2 =∫ −+−=
−

dxxxS ))(( (ед2). 
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                                                               y 

 

                                                      2 

                y=x 

 

                                                      0 

                                                             -2                  1               x 

 

                          y =-x
2
+2 

 

 

Рисунок 15 – Рисунок к решению задачи 27 

 

 32 Нет.   

 33 Вообще говоря, не следует. 
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