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ВВЕДЕНИЕ 
 

Настоящие методические указания составлены в соответствии с про-
граммой дисциплины «Алгебра» и предназначены для студентов направления 
«Математика». Кроме того, брошюра будет полезна студентам направления 
«Педагогическое образование» профиля «Математическое образование», кото-
рые также изучают данный раздел алгебры, но в несколько меньшем объеме.  

Разделы «Линейные пространства» и «Евклидовы пространства» изуча-
ются на первом курсе. В данном издании представлены все темы данных разде-
лов, которые выносятся на практические занятия и самостоятельную работу 
студентов. Для каждой темы указаны вопросы для повторения теоретического 
материала, приведены образцы решения типовых задач и задачи для решения. 
По усмотрению преподавателя из раздела «Задачи для решения» отбираются 
упражнения для решения в аудитории и для самостоятельной работы студентов. 
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Тема 1. Линейные пространства 

Вопросы теории 
1 Определение линейного пространства. 
2 Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов. 
3 Свойства линейной зависимости. 
4 Определение базиса линейного пространства. 
5 Теорема о базисах. 
6 Размерность линейного пространства. 
7 Координаты вектора в данном базисе. 
8 Матрица перехода от одного базиса к другому. 
9 Связь координат одного и того же вектора в разных базисах. 
10 Изоморфизм линейных пространств. 

Образцы решения задач 

Задача 1. Показать, что ࡾ૛ является линейным пространством. 

Решение. Для проверки пространства на линейность, нужно проверить 
выполнимость операций и 8 аксиом определения. Заметим, что ∀	ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ, 
ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶሻ ∈ ߙ	∀ ,૛ࡾ ∈  :выполняются следующие условия ࡾ

ܽ ൅ ܾ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൅ ሺܾଵ, ܾଶሻ ൌ ሺܽଵ ൅ ܾଵ, ܽଶ ൅ ܾଶሻ 	∈  ,૛ࡾ

ܽߙ ൌ ,ሺܽଵߙ ܽଶሻ ൌ ሺܽߙଵ, ଶሻܽߙ 	∈ т.к. ܽଵ	૛,ࡾ ൅ ܾଵ, ܽଶ ൅ ܾଶ, ,ଵܽߙ ଶܽߙ ∈  .ࡾ

1) Покажем, что ܽ ൅ ܾ ൌ ܾ ൅ ܽ для ∀ ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ, ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶሻ ∈  ଶࡾ
Так как  
 

ܽଵ, ܽଶ, ܾଵ, ܾଶ ∈  ࡾ
То 

ܽଵ ൅ ܾଵ ൌ ܾଵ ൅ ܽଵ, 
ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ ܾଶ ൅ ܽଶ 

Тогда 
ܽ ൅ ܾ ൌ ሺܽଵ ൅ ܾଵ, ܽଶ ൅ ܾଶሻ ൌ ሺܾଵ ൅ ܽଵ, ܾଶ ൅ ܽଶሻ ൌ ሺܾଵ, ܾଶሻ ൅ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൌ ܾ ൅ ܽ. 

2) Покажем, что ሺܽ ൅ ܾሻ ൅ ܿ ൌ ܽ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ  для любых 									ܽ ൌ
														ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ, ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶሻ, ܿ ൌ ሺܿଵ, ܿଶሻ ∈  ૛ࡾ

ሺܽ ൅ ܾሻ ൅ ܿ ൌ ൫ሺܽଵ, ܽଶሻ ൅ ሺܾଵ, ܾଶሻ൯ ൅ ሺܿଵ, ܿଶሻ ൌ ሺܽଵ ൅ ܾଵ, ܽଶ ൅ ܾଶሻ ൅ ሺܿଵ, ܿଶሻ ൌ
ൌ ሺܽଵ ൅ ܾଵ ൅ ܿଵ, ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶሻ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൅ ሺܾଵ ൅ ܿଵ, ܾଶ ൅ ܿଶሻ ൌ
ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൅ ൫ሺܾଵ, ܾଶሻ ൅ ሺܿଵ, ܿଶሻ൯ ൌ ܽ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ. 

3) Покажем, что существует элемент о такой, что для любого элемента 
ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ∈ ܽ ଶࡾ ൅ ࢕ ൌ ܽ. 

Действительно, ∃	࢕ ൌ ሺ0, 0ሻ ∈ ܽ	∀ ૛такой, что дляࡾ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ  ܽ ൅ ݋ ൌ 

ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൅ ሺ0,0ሻ ൌ ሺܽଵ ൅ 0, ܽଶ ൅ 0ሻ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൌ ܽ. 
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4) Покажем, что для каждого элемента ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ∈ ଶࡾ  существует 
противоположный элемент െܽ, такой, что ܽ ൅ ሺെܽሻ ൌ  .࢕

∃ െܽ ൌ ሺെܽଵ,െܽଶሻ 	∈  ૛, такой чтоࡾ	
ܽ ൅ ሺെܽሻ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൅ ሺെܽଵ,െܽଶሻ ൌ ሺܽଵ െ ܽଵ, ܽଶ െ ܽଶሻ ൌ ሺ0,0ሻ ൌ  .࢕

5) Покажем, что ߙሺܽߚሻ ൌ ሺߚߙሻܽ  для любых ߙ, ߚ ∈ ࡾ  и любого 
								ܽ	 ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ∈  .૛ࡾ
ሻܽߚሺߙ ൌ ,ሺܽଵߚ൫ߙ ܽଶሻ൯ ൌ ,ଵܽߚሺߙ ଶሻܽߚ ൌ ሺܽߚߙଵ, ଶሻܽߚߙ ൌ ሺߚߙሻሺܽଵ, ܽଶሻ ൌ ሺߚߙሻܽ. 

6) Покажем, что ሺߙ ൅ ሻܽߚ ൌ ܽߙ ൅ ܽߚ  для любых ߙ, ߚ ∈ ࡾ  и любого 
ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ∈  .૛ࡾ

ሺߙ ൅ ሻܽߚ ൌ ሺߙ ൅ ,ሻሺܽଵߚ	 ܽଶሻ ൌ ൫ሺߙ ൅ ,ሻܽଵߚ ሺߙ ൅ ሻܽଶ൯ߚ ൌ
ൌ ሺܽߙଵ ൅ ,ଵܽߚ ଶܽߙ ൅ ଶሻܽߚ ൌ ሺܽߙଵ, ଶሻܽߙ ൅ ሺܽߚଵ, ଶሻܽߚ ൌ
ൌ ,ሺܽଵߙ ܽଶሻ ൅ ,ሺܽଵߚ ܽଶሻ ൌ ܽߙ ൅  .ܽߚ

7) Покажем, что ߙሺܽ ൅ ܾሻ ൌ ܽߙ ൅ ܾߙ  для любого ߙ ∈ ࡾ  и любых 
ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ, ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶሻ ∈  ଶࡾ

ሺܽߙ ൅ ܾሻ ൌ ሺܽଵߙ ൅ ܾଵ, ܽଶ ൅ ܾଶሻ ൌ ൫ߙሺܽଵ ൅ ܾଵሻ, ሺܽଶߙ ൅ ܾଶሻ൯ ൌ
ൌ ሺܽߙଵ ൅ ,ଵܾߙ ଶܽߙ ൅ ଶሻܾߙ ൌ ሺܽߙଵ, ଶሻܽߙ ൅ ሺܾߙଵ, ଶሻܾߙ ൌ
ൌ ,ሺܽଵߙ ܽଶሻ ൅ ,ሺܾଵߙ ܾଶሻ ൌ ܽߙ ൅  .ܾߙ

8) Покажем, что 1 ∙ ܽ ൌ ܽ, для любого ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ∈  .૛ࡾ

1 ∙ ܽ ൌ 1 ∙ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൌ ሺ1 ∙ ܽଵ, 1 ∙ ܽଶሻ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ ൌ ܽ. 

Т.к. все 8 аксиом определения линейного пространства выполняются, то 
 .является линейным пространством	૛ࡾ

Задача 2. Доказать, что в линейном вещественном пространстве F много-
членов степени ൑ n система векторов 1, x, xଶ, … , x୬ составляет базис, и найти 
размерность этого пространства. 

Решение. Данная система векторов линейно независима. Действительно, 
равенство α଴ ൅ αଵx ൅ αଵxଶ ൅ ⋯൅ α୬x୬ =0, т.к. равенство ߙ଴ ൅ ݔଵߙ ൅ ଶݔଵߙ ൅
൅⋯൅ ௡ݔ௡ߙ ൌ 0 ൅ 0 ∙ ݔ ൅ 0 ∙ ଶݔ ൅ ⋯൅ 0 ∙ ௡ݔ  справедливо лишь тогда, когда 
௜ߙ ൌ 0, ∀݅ ൌ 0, ݊തതതതത. 

Кроме того, любой элемент ݂ሺݔሻ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅ ܽଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܽ௠ݔ௠  ∈ ܨ  , 
݉ ൑ ݊, линейно выражается через векторы 1, ,ݔ ,ଶݔ … ,   :௡ݔ

݂ሺݔሻ ൌ ܽ଴ ∙ 1 ൅ ܽଵ ∙ ݔ ൅ ܽଶ ∙ ଶݔ ൅ ⋯൅ ܽ௠ ∙ ௠ݔ ൅ 0 ∙ ௠ାଵݔ ൅ ⋯൅ 0 ∙  .௡ݔ

Из определения базиса и полученных выше результатов можно сделать 
вывод, что система векторов 1, x, xଶ, … , x୬ является базисом пространства F. 

Так как этот базис состоит из ݊ ൅ 1 векторов, то размерность простран-
ства ܨ равна n ൅ 1: 

ܨ݉݅݀ ൌ ݊ ൅ 1. 

Задача 3. Показать, что каждая из нижеприведенных систем векторов: 
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а) ݁ଵ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ,  б) ݁ଵ ൌ ሺ3, 1, 4ሻ, 

݁ଶ ൌ ሺ2, 3, 3ሻ,																							݁ଶ ൌ ሺ5, 2, 1ሻ,  

݁ଷ ൌ ሺ3, 7, 1ሻ; 																݁ଷ ൌ ሺ1, 1, െ6ሻ  

является базисом пространства ࡾ૜. 

Решение. ݀݅݉ࡾ૜ ൌ 3.  Следовательно в любом базисе пространства ࡾ૜ 
будет три вектора. Каждая из систем состоит из 3 векторов, поэтому достаточно 
показать, что системы линейно независимы. 

Составим матрицы: 

ܣ ൌ ൭
1 2 1
2 3 3
3 7 1

൱,      ܣᇱ ൌ ൭
3 1 4
5 2 1
1 1 െ6

൱. 

Найдем определители этих матриц: 

|ܣ| ൌ ሺ1 ∙ 3 ∙ 1 ൅ 2 ∙ 3 ∙ 3 ൅ 2 ∙ 7 ∙ 1ሻ െ ሺ1 ∙ 3 ∙ 3 ൅ 7 ∙ 3 ∙ 1 ൅ 2 ∙ 2 ∙ 1ሻ ൌ 1. 

ᇱ|=(3ܣ| ∙ 2 ∙ ሺെ6ሻ ൅ 1 ∙ 1 ∙ 1 ൅ 1 ∙ 5 ∙ 4ሻ െ ሺ4 ∙ 2 ∙ 1 ൅ 1 ∙ 1 ∙ 3 ൅ 	5 ∙ 1 ∙ ሺെ6ሻሻ= 

ൌ 4. 

|ܣ| ് 0	и	|ܣ′| ് 0, значит строки каждой матрицы линейно независимы. 
Это означает, что обе системы векторов линейно независимы, значит каждая из 
приведенных систем векторов является базисом в ܀૜. 

Задача 4. При каких значениях α  система векторов ሺ0, 1, ,ሻߙ ሺߙ, 0, 1ሻ,
ሺߙ, 1,  ?૜ࡾ ሻ является базисом пространстваߙ

Решение. Данная система состоит из 3 векторов. Но и dim܀ଷ ൌ 3. Следо-
вательно, для того чтобы данная система векторов составляла в	܀૜	базис, доста-
точно, чтобы она была линейно независимой, а для этого ее ранг, или ранг со-

ответствующей матрицы ܣ ൌ ൭
0 1 ߙ
ߙ 0 1
ߙ 1 ߙ

൱, должен быть равен 3, т.е. определи-

тель |ܣ| ് 0. А так как |ܣ| ൌ ଶߙ ൅ ߙ െ ଶߙ ൌ  то данная система будет базисом	,ߙ
при любых значениях ߙ, кроме 0. 

Задача 5. Найти матрицы переходов от базиса ݁ଵ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ2, 3, 3ሻ, 
݁ଷ ൌ ሺ3, 7, 1ሻ  к базису ݁′ଵ ൌ ሺ3, 1, 4ሻ , ݁′ଶ ൌ ሺ5, 2, 1ሻ , ݁′ଷ ൌ ሺ1, 1, െ6ሻ  простран-
ства ࡾ૜ и обратно. Найти координаты вектора aൌ ሺെ17,െ36,െ11ሻ в каждом из 
заданных базисов. 

Решение. Для нахождения координат ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ  вектора a  в базисе 
݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ и матрицы ܶ перехода от базиса ݁ଵ, 	݁ଶ, ݁ଷ к базису ݁′ଵ, ݁′ଶ, 	݁′ଷ соста-
вим и решим векторные уравнения: 
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ܽ ൌ ଵ݁ଵݔ ൅ ଶ݁ଶݔ ൅  ሺ1ሻ																										ଷ݁ଷ,ݔ

݁′ଵ ൌ ܽଵଵ݁ଵ ൅ ܽଶଵ݁ଶ ൅ ܽଷଵ݁ଷ,																	ሺ2ሻ 

݁′ଶ ൌ ܽଵଶ݁ଵ ൅ ܽଶଶ݁ଶ ൅ ܽଷଶ݁ଷ,																		ሺ3ሻ 

݁ᇱଷ ൌ ܽଵଷ݁ଵ ൅ ܽଷଶ݁ଶ ൅ ܽଷଷ݁ଷ.																		ሺ4ሻ 

Уравнение (1) дает: 

ሺݔଵ, ,ଶݔ2 ଵሻݔ ൅ ሺ2ݔଶ, ,ଶݔ3 ଶሻݔ3 ൅ ሺ3ݔଷ, ,ଷݔ7 ଷሻݔ ൌ ሺെ17,െ36,െ11ሻ, 

откуда получается система: 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ3 ൌ െ17
ଵݔ2 ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ7 ൌ െ36
ଵݔ ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ ൌ െ11.

 

Аналогично уравнения (2), (3), (4) дадут соответственно следующие си-
стемы уравнений с такими же коэффициентами при новых неизвестных: 

൝
ܽଵଵ ൅ 2ܽଶଵ ൅ 3ܽଷଵ ൌ 3
2ܽଵଵ ൅ 3ܽଶଵ ൅ 7ܽଷଵ ൌ 1
ܽଵଵ ൅ 3ܽଶଵ ൅ ܽଷଵ ൌ 4

 ; 

൝
ܽଵଶ ൅ 2ܽଶଶ ൅ 3ܽଷଶ ൌ 5
2ܽଵଶ ൅ 3ܽଶଶ ൅ 7ܽଷଶ ൌ 2
ܽଵଶ ൅ 3ܽଶଶ ൅ ܽଷଶ ൌ 1;

 ; 

൝
ܽଷଵ ൅ 2ܽଶଷ ൅ 3ܽଷଷ ൌ 1
2ܽଵଷ ൅ 3ܽଶଷ ൅ 7ܽଷଷ ൌ 1
ܽଵଷ ൅ 3ܽଶଷ ൅ ܽଷଷ ൌ െ6.

 

Поэтому все полученные четыре системы можно решить методом Гаусса 
одновременно: 

൭
1 2 3
2 3 7
1 3 1

อ
െ17
െ36
െ11

					3 5 1
					1 2 1
				4 1 െ6

൱~ 

~൭
1 2 3
0 െ1 1
0 1 െ2

อ
െ17
െ2
6

3 5 1
					െ5 െ8 െ1
1 െ4 െ7

൱~ 

~൭
1 2 3
0 െ1 1
0 0 െ1

อ
െ17
െ2
4

					3 5 1
			െ5 െ8 െ1
			െ4 െ12 െ8

൱~ 

~൭
1 2 0
0 െ1 0
0 0 െ1

อ
െ5			
2
4

െ9 െ31 െ23
െ9 െ20 െ9
െ4 െ12 െ8

൱~ 
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~൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
െ1
െ2
െ4

			െ27 െ71 െ41
9 20 9
4 12 8

൱. 

Получаем: 

ܽ ൌ െ1݁ଵ െ 2݁ଶ െ 4݁ଷ, 

݁ᇱଵ ൌ െ27݁ଵ ൅ 9݁ଶ ൅ 4݁ଷ, 

݁ᇱଶ ൌ െ71݁ଵ ൅ 20݁ଶ ൅ 12݁ଷ, 

݁′ଷ ൌ െ41݁ଵ ൅ 9݁ଶ ൅ 8݁ଷ. 

Числа ሺെ1,െ2,െ4ሻ – это координаты вектора a в базисе ݁ଵ, 	݁ଶ, 	݁ଷ, а мат-
рицей перехода от базиса ݁ଵ, 	݁ଶ, ݁ଷ	к	базису	݁ଵ

ᇱ , ݁ଶ
ᇱ , ݁ଷ′ будет матрица 

ࢀ ൌ ൭
െ27 െ71 െ41
9 20 9
4 12 8

൱.  

Найдем определитель матрицы Т: |Т| ൌ 4. 

Обратная к ней матрица: 

૚ିࢀ ൌ
1
|ࢀ|

൭
ଵଵܣ ଶଵܣ ଷଵܣ
ଵଶܣ ଶଶܣ ଷଶܣ
ଵଷܣ ଶଷܣ ଷଷܣ

൱ ൌ
1
4
൭
52 76 181
െ36 െ52 െ126
28 40 99

൱ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
13 19

181
4

െ9 െ13 െ
63
2

7 10
99
4 ی

ۋ
ۋ
ۊ

 

является матрицей перехода от базиса ݁′ଵ, ݁′ଶ, ݁′ଷ к базису ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ. 

Найдем столбец координат вектора ܽ в базисе ݁′ଵ, ݁′ଶ, ݁′ଷ: 

ቌ
ଵ′ݔ
ଶ′ݔ
ଷ′ݔ

ቍ ൌ ଵିࢀ ൈ ൭
xଵ
ଶݔ
ଷݔ
൱ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
13 19

181
4

െ9 െ13 െ
63
2

7 10
99
4 ی

ۋ
ۋ
ۊ
ൈ ൭

െ1
െ2
െ4

൱ ൌ ൭
െ232
161
െ126

൱. 

 

Задачи для решения 

1 Доказать,  что  множество  квадратных  матриц  второго порядка явля-
ется линейным пространством. 
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2 Найти все базисы следующих систем векторов: 

а) ܽଵ ൌ ቀ1 2
3 4

ቁ,   ܽଶ ൌ ቀ4 1
2 3

ቁ,   ܽଷ ൌ ቀെ2 4
5 6

ቁ; 

б) ܾଵ=	
1
2,   ܾଶ ൌ 3݅,   ܾଷ ൌ െ4 െ 6݅; 

в) ܿଵ ൌ െ1 ൅ 2݅,   ܿଶ ൌ 1 െ 2݅,   ܿଷ= 
ଵ

ଶ
 – i; 

д) ଵ݂ ൌ 2,    ଶ݂ ൌ ݔ െ ଶ,    ଷ݂ݔ2 ൌ െ2ݔ ൅  .ଶݔ4

3 Доказать, что в пространстве многочленов ൑ 2 (над ࡾ) система векторов 

ଵ݂ ൌ 2 ൅ ݔ3 െ ଶ, ଶ݂ݔ ൌ െ1 ൅ ݔ2 ൅ ଶ, ଷ݂ݔ ൌ 1 является базисом. 

4 В пространстве ࡾସсистему векторов ܽଵ ൌ ሺ1, 2, 3, 4ሻ, ܽଶ ൌ ሺ4, 1, 2, 3ሻ до-
полнить до базиса этого пространства. 

5 Доказать, что система векторов ܽଵ ൌ ቀ2 3
1 0

ቁ, ܽଶ ൌ ቀെ2 3
2 1

ቁ линейного 

пространства ܯଶ квадратных матриц 2-го порядка (над ࡾ) является линейно не-
зависимой. Дополнить ее до базиса этого пространства. 

6 При каких значениях параметра ߙ  система векторов ሺ1, 2, െ1, 1ሻ , 
ሺ5, 1, 2, 1ሻ, ሺ4, െ1, ,ߙ 0ሻ, ሺ3, ,ߙ 4, െ1ሻ является базисом в пространстве ࡾ૝.  

7 Дополнить вектор 2 ൅ 3݅ до базиса линейного пространства ࡯ над полем 
 .ࡾ

8 Доказать, что система векторов ܽଵ ൌ ሺ1,1,0ሻ, 	ܽଶ ൌ ሺ0,1,1ሻ, 	ܽଷ ൌ ሺ1,0,2ሻ 
составляет базис арифметического линейного пространства R3, и линейно выра-
зить вектор ܾ ൌ ሺ2, െ3, 5ሻ через этот базис. 

9 Доказать, что при любых значениях ߙ, ,ߚ ,система векторов ሺ1 ߛ ,ߙ  ,ሻߚ
ሺ0, 1, ,ሻ, ሺ0ߛ 0, 1ሻ является базисом пространства ࡾଷ. 

10 Найти координаты вектора ݖ ൌ 8 ൅ 9݅  пространства ࡯  комплексных 
чисел над полем ࡾ	в базисах: 

а) 
ଵ

ଶ
 , െ3݅; 

б) 2 െ ݅, 4݅. 

11 Найдите координаты вектора ܽ ൌ ሺ6, 0, െ5ሻ пространства ࡾ૜ в базисах: 

а) ሺ3, 0, 0ሻ, ሺ0, 2, 0ሻ, ሺ0, 0, 1ሻ; 

б) ሺ1, െ1, 0ሻ, ሺ1, 2, 3ሻ, ሺ0, 1, െ1ሻ 

и сделайте проверку. 
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12 Найдите координаты вектора ܽ ൌ ቀ9 5
2 0

ቁ пространства ࡹ૛ веществен-

ных квадратных матриц 2-го порядка в базисе 

ቀ3 3
1 0

ቁ , ቀെ2 3
2 1

ቁ , ቀ1 0
0 0

ቁ , ቀ0 1
0 0

ቁ и сделайте проверку. 

13 В пространстве вещественных квадратных матриц 2-го порядка разло-

жите векторы ܽଵ ൌ ቀ 1 0
െ1 2

ቁ, ܽଶ ൌ ቀ 5 2
െ1 4

ቁ, ܽଷ ൌ ቀ 1 1
െ3 5

ቁ по векторам базиса 

݁ଵଵ ൌ ቀ1 0
0 0

ቁ, ݁ଵଶ ൌ ቀ0 1
0 0

ቁ, ݁ଶଵ ൌ ቀ0 0
1 0

ቁ, ݁ଶଶ ൌ ቀ0 0
0 1

ቁ. Убедитесь в том, что 

в ࡾ૝система векторов, составленная из координатных строк векторов ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, 
линейно зависима. Следует ли отсюда, что система векторов ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ  также 
линейно зависима? Если да, почему? 

14 Найдите матрицы переходов от базиса ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ пространства ࡾ૜к ба-
зису ݁ଵ

ᇱ , 	݁ଶ
ᇱ , ݁ଷ

ᇱ  и обратно, а также координаты вектора ܽ ൌ ሺ3, 5, െ4ሻ в этих ба-
зисах, если: 

݁ଵ ൌ ሺ1, 0, 0ሻ,									݁ଵ
ᇱ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ, 

݁ଶ ൌ ሺ0,1, 0ሻ,									݁ଶ
ᇱ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ, 

݁ଷ ൌ ሺ0, 0, 1ሻ,									݁ଷ
ᇱ ൌ ሺ1, 0, 1ሻ. 

15 Пусть ࢀ ൌ ൭
1 0 1
0 2 1
0 1 1

൱	– матрица перехода от базиса ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ к базису 

ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ. Найдите координаты вектора ܽ ൌ 3ܽଵ െ ܽଶ ൅ 2ܽଷ во втором базисе и 
координаты вектора ܾ ൌ 4ܾଵ െ ܾଶ ൅ 3ܾଷ в первом базисе. 

16 Может ли матрица ࡮ ൌ ൭
1 2 െ3
0 1 2
2 0 1

൱ служить матрицей перехода от 

базиса ݁ଵ ൌ ሺ1,െ1, 0ሻ, ݁ଶ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ, ݁ଷ ൌ ሺ0, 1, െ1ሻ  пространства ࡾଷ к новому 
базису того же пространства? Если да, то найдите новый базис и координаты 
вектора ܽ ൌ ሺ2, 1, 3ሻ в этом базисе. 

17 Используя свойство сохранения ранга при изоморфном отображении, 
найдите ранг следующих систем векторов в соответствующих пространствах: 

а) ܽଵ ൌ ቀ1 2
1 2

ቁ , ܽଶ ൌ ቀെ1 3
4 5

ቁ , ܽଷ ൌ ቀെ5 0
2 3

ቁ , ܽସ ൌ ቀ 0 0
െ3 െ1

ቁ ; 

б) ଵ݂ ൌ 1 ൅ ݔ2 ൅ ଶݔ ൅ 				,ଷݔ2 ଶ݂ ൌ െ1 ൅ ݔ3 ൅ ଶݔ4 ൅ 			,ଷݔ5 ଷ݂ ൌ െ5 ൅ ଶݔ2 ൅
	൅3ݔଷ. 
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Тема 2. Подпространства 
 

Вопросы теории 
1 Определение подпространства линейного пространства. 
2 Критерий подпространства. 
3 Линейная оболочка системы векторов. 
4 Определение размерности и базиса линейной оболочки системы векто-

ров. 
5 Пересечение подпространств. 
6 Сумма подпространств. Прямая сумма подпространств. 
 

Образцы решения задач 

Задача 1. Доказать, что в пространстве ܯଶ  вещественных квадратных 

матриц 2-го порядка над полем ࡾ подмножество ܮ матриц вида ቀܽ 0
0 ܾ

ቁ , ܽ, ܾ ∈  ࡾ

является его подпространством, а система векторов ݁ଵଵ ൌ ቀ1 0
0 0

ቁ,			݁ଶଶ ൌ 

ൌ ቀ0 0
0 1

ቁ – базисом этого пространства. 

Решение. Пусть ݔଵ ൌ ൬
ܽଵ 0
0 ܾଵ

൰ , ଶݔ ൌ ൬
ܽଶ 0
0 ܾଶ

൰ – любые элементы из ܮ . 

Тогда ݔଵ ൅ ଶݔ ൌ ൬
ܽଵ ൅ ܽଶ 0

0 ܾଵ ൅ ܾଶ
൰ ∈ ଵݔߣ и ܮ ൌ ൬

ଵܽߣ 0
0 ଵܾߣ

൰ ∈  .ܮ

Следовательно, множество ܮ замкнуто относительно определенных в ܯଶ 
операций. Кроме того, любой элемент из ܮ линейно разлагается по векторам 
݁ଵଵ, ݁ଶଶ, так как для любых ܽ и ܾ: 

ቀܽ 0
0 ܾ

ቁ ൌ ܽ ቀ1 0
0 0

ቁ ൅ ܾ ቀ0 0
0 1

ቁ ൌ ܽ݁ଵଵ ൅ ܾ݁ଶଶ. 

Поэтому система ݁ଵଵ, ݁ଶଶ представляет собой базис подпространства ܮ. 

Задача 2. В арифметическом пространстве ܀ସ  найти подпространство 

решений однородной системы ൜	ࡸ
ଵݔ3 െ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ ൌ 0,
ଵݔ ൅ ଶݔ2 െ ଷݔ െ ସݔ ൌ 0,его размерность и ба-

зис. 

Решение. Составим матрицу данной системы и преобразуем ее к ступен-
чатому виду 

࡭ ൌ ቀ3 െ1 െ1
1 2 െ1

1
െ1

ቁ~ ቀ 1 െ1 െ1					
െ1 2 െ1

3
				1

ቁ~ ቀ1 െ1 െ1
0 1 െ2

							3
							4

ቁ. 

Таким образом, система приводится к виду ൜
ସݔ െ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ଵݔ3 ൌ 0,
ଶݔ െ ଷݔ2 ൅ ଵݔ4 ൌ 0.  
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Придавая свободным переменным ݔଷ и  ݔଵ значения 1, 0 и 0, 1, находим 
фундаментальный набор решений т.е. базис ࡸ: 											ܽଵ ൌ ሺ0, 2, 1, 3ሻ, 										ܽଶ ൌ			 

ൌ ሺ1,െ4,0, െ7ሻ. 

Итак, ࡸ ൌ 	 ሼݔ|ݔ ൌ ݇ଵܽଵ ൅ ݇ଶܽଶ, ݇ଵ, ݇ଶ ∈ ࡸ	݉݅݀ ,ሽࡾ ൌ 2. 

Задача 3. Найти базис и размерность линейного подпространства 
ܮ ൌ ሺܮ ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂ሻ,натянутого на следующую систему векторов пространства мно-
гочленов степени ൑ 2 (над полем ࡾ): 

ଵ݂ ൌ 3 ൅ ݔ ൅ 			,ଶݔ2 ଶ݂ ൌ െ2 ൅ ݔ െ xଶ,			 ଷ݂ ൌ 1 ൅ ݔ2 ൅  .ଶݔ

Решение. По определению линейной оболочки всякий вектор ݂ሺݔሻ ∈  ܮ
имеет вид ݂ሺݔሻ ൌ ଵߣ ଵ݂ ൅ ଶߣ ଶ݂ ൅ ଷߣ ଷ݂. 

В базисе 1, ,ݔ ଶ пространства многочленов степени ൑ݔ 2 заданные много-
члены ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂  имеют соответственно координаты ሺ3, 1, 2ሻ, ሺെ2, 1, െ1ሻ, ሺ1, 2, 1ሻ. 
Составим из них матрицу и найдем ее ранг: 

࡭ ൌ ൭
3 1 2
െ2 1 െ1
1 2 1

൱~൭
1 2 1
െ2 1 െ1
3 1 2

൱~൭
1 2 1
0 5 1
0 െ5 െ1

൱~൭
1 2 1
0 5 1
0 0 0

൱~ 

~ቀ1 2 1
0 5 1

ቁ. 

Таким образом, ܴ݃࡭ ൌ 2, система строк ሺ3, 1, 2ሻ, ሺെ2, 1, െ1ሻ,	а значит и 
система многочленов ଵ݂, ଶ݂ линейно независима. Строка ሺ1, 2, 1ሻ линейно выра-
жается через остальные строки, а потому многочлен ଷ݂ линейно выражается че-
рез ଵ݂  и ଶ݂ . Следовательно, всякий вектор ݂ሺݔሻ из ܮሺ ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂ሻ может быть ли-
нейно выражен через ଵ݂, ଶ݂,  и система ଵ݂, ଶ݂  есть базис подпространства 
ሺܮ ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂ሻ ൌ ሺܮ ଵ݂, ଶ݂ሻ. Поэтому его размерность равна 2. 

Задача 4. Пусть ܨ – вещественное линейное пространство многочленов 
степени ൑ ଵ – его подпространство многочленов степени ൑ܮ ,10 -ଶ – подпроܮ ,3
странство многочленов степени ൑ 8, содержащих переменную ݔ лишь в четных 
степенях. Найти размерность подпространств ܮଵ, ,ଶܮ ଵܮ ∩ ,ଶܮ ଵܮ ൅  ଶ и убедитьсяܮ
в справедливости формулы 

݀݅݉ሺܮଵ ൅ ଶሻܮ ൌ ݀݅݉ ଵܮ ൅ ݀݅݉ ଶܮ െ ݀݅݉ሺܮଵ ∩  .ଶሻܮ

Решение. Пусть ଵ݂ ൌ ଴ߣ ൅ ݔଵߣ ൅ ଶݔଶߣ ൅ -ଵ. Векܮ ଷ – любой вектор изݔଷߣ
тор ଵ݂ линейно выражается через векторы системы векторов 1, ,ݔ ,ଶݔ - ко	ଷ,ݔ
торые составляют линейно независимую систему векторов. Следовательно, си-
стема 1, ,ݔ ,ଶݔ ଷݔ	  является одним из базисов подпространства ܮଵ , а значит 
݀݅݉ ଵܮ ൌ 4. Точно так же можно убедиться, что система 1,  является ଼ݔ	଺,	ݔ	ସ,	ݔ	ଶ,	ݔ
базисом подпространства ܮଶ , и потому ݀݅݉ ଶܮ ൌ 5 . Подпространство ܮଵ  ଶܮ	∩
состоит лишь из тех многочленов степени ൑ 3, которые содержат переменную 
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,лишь в четных степенях. Поэтому система 1 ݔ  ଶ является одним из базисовݔ
подпространства ܮଵ ݉݅݀ ,ଶ, а значитܮ	∩ ଵܮ ଶܮ	∩ ൌ 2. 

Пусть ଶ݂ ൌ ଴ߤ ൅ ଶݔଶߤ ൅ ସݔସߤ ൅  ଶ, тогда векторܮ любой вектор из – ଼ݔ଼ߤ
݂ ൌ ଵ݂ ൅ ଶ݂ принадлежит ܮଵ ൅  ଶ, причемܮ

݂ ൌ ሺߣ଴ ൅ ଴ሻߤ ∙ 1 ൅ ݔଵߣ ൅ ሺߣଶ ൅ ଶݔଶሻߤ ൅ ଷݔଷߣ ൅ ସݔସߤ ൅ ଺ݔ଺ߤ ൅  .଼ݔ଼ߤ

Сумма ܮଵ ൅ -ଶ содержит все векторы линейно независимой системы векܮ
торов 1, ,ݔ ,ଶݔ ,ଷݔ ,ସݔ ,଺ݔ ଼ݔ  и любой вектор суммы линейно выражается через 
векторы этой системы, а поэтому данная система является базисом подпро-
странства ܮଵ ൅ ଵܮଶ, а значит ݀݅݉ሺܮ ൅ ଶሻܮ ൌ 7. Но 7 ൌ 4 ൅ 5 െ 2, т.е. 

݀݅݉ሺܮଵ ൅ ଶሻܮ ൌ ݀݅݉ ଵܮ ൅ ݀݅݉ ଶܮ െ ݀݅݉ሺܮଵ ∩  .ଶሻܮ

Задача 4. Подпространства ܮଵ ൌ ,ሺܽଵܮ ܽଶ, ܽଷሻ, ܮଶ ൌ ,ሺܾଵܮ ܾଶ, ܾଷሻ натянуты 
на следующие системы векторов: 

ܽଵ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ,									ܾଵ ൌ ሺ2, 3, െ1ሻ,	
ܽଶ ൌ ሺ1, 1, െ1ሻ,						ܾଶ ൌ ሺ1, 2, െ2ሻ,	
ܽଷ ൌ ሺ1, 3, 3ሻ,									ܾଷ ൌ ሺ1, 1, െ3ሻ. 

Найти базис и размерность подпространств ܮଵ, ,ଶܮ ଵܮ ∩ ,ଶܮ ଵܮ ൅  .ଶܮ

Решение. а) Сначала необходимо найти базис подпространства ܮଵ. Для 
этого матрицу, составленную из строк ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, необходимо привести к сту-
пенчатому виду: 

൭
1 2 1
1 1 െ1
1 3 3

൱~൭
1 2 1
0 െ1 െ2
0 1 2

൱~൭
1 2 1
0 െ1 െ2
0 0 0

൱~ቀ1 2 1
0 െ1 െ2

ቁ. 

Таким образом, система векторов ܽଵ, ܽଶ линейно независима, а вектор ܽଷ 
линейно выражается через ܽଵ, ܽଶ. Но тогда по определению линейной оболочки 
всякий вектор ܮଵ также выражается через векторы ܽଵ, ܽଶ, которые составляют 
базис пространства ܮଵ. Поэтому ݀݅݉ܮଵ ൌ 2 и 

ଵܮ ൌ ,ሺܽଵܮ ܽଶ, ܽଷሻ ൌ ,ሺܽଵܮ ܽଶሻ ൌ ሼݔ|ݔ ൌ ଵܽଵߣ ൅ ,ଶܽଶߣ ,ଵߣ ଶߣ ∈  .ሽࡾ

Аналогично из преобразований 

൭
1 2 3
1 1 െ3
2 3 െ1

൱~൭
1 2 2
0 െ1 െ5
0 െ1 െ5

൱~൭
1 2 2
0 െ1 െ5
0 0 0

൱~ቀ1 2 2
0 െ1 െ5

ቁ 

вытекает, что базис ܮଶ состоит из векторов ܾଶ, ܾଷ, ଶܮ	݉݅݀ 	ൌ 2 и  

ଶܮ ൌ ሼݔ|ݔ ൌ ଶܾଶߤ ൅ ,ଷܾଷߤ ,ଶߤ ଷߤ ∈  .ሽࡾ
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б) Найдем базис и размерность подпространства ܮଵ ∩ -ଶ.  По определеܮ
нию пересечения всякий вектор из ܮଵ ∩  :ଶ имеет видܮ

ݔ ൌ ଵܽଵߣ ൅ ଶܽଶߣ ൌ ଶܾଶߤ ൅  .ଷܾଷߤ

Таким образом 

ሺߣଵ, ,ଵߣ2 ଵሻߣ ൅ ሺߣଶ, ,ଶߣ െߣଶሻ ൌ ሺߤଶ, ,ଶߤ2 ଶሻߤ2 ൅ ሺߤଷ, ,ଷߤ െ3ߤଷሻ 

или 

ሺߣଵ ൅ ,ଶߣ ଵߣ2 ൅ ,ଶߣ ଵߣ െ ଶሻߣ ൌ ሺߤଶ ൅ ,ଷߤ ଶߤ2 ൅ ,ଷߤ ଶߤ2 െ  ,ଷሻߤ3

откуда получается система уравнений для коэффициентов ߣଵ, ,ଶߣ ,ଵߤ  :ଶߤ

൝
ଵߣ ൅ ଶߣ ൌ ଶߤ ൅ ,ଷߤ
ଵߣ2 ൅ ଶߣ ൌ ଶߤ2 ൅ ,ଷߤ
ଵߣ െ ଶߣ ൌ ଶߤ2 െ ,ଷߤ3

 

или 

൝
ଵߣ ൅ ଶߣ െ ଶߤ െ ଷߤ ൌ 0,
ଵߣ2 ൅ ଶߣ െ ଶߤ2 െ ଷߤ ൌ 0,
ଵߣ െ ଶߣ െ ଶߤ2 ൅ ଷߤ3 ൌ 0.

 

Приведем систему к ступенчатому виду 

൭
1 1 െ1
2 1 െ2
1 െ1 െ2

െ1
െ1
3
൱~൭

1 1 െ1
0 െ1 0
0 െ2 െ1

െ1
1
4
൱~൭

1 1 െ1
0 െ1 0
0 0 െ1

െ1
1
2
൱, 

൝
ଵߣ ൅ ଶߣ െ ଶߤ െ ଷߤ ൌ 0,

െߣଶ ൅ ଷߤ ൌ 0,
െߤଶ ൅ ଷߤ2 ൌ 0.

 

ଶߤ ଷ можно принять за свободное неизвестное, аߤ ൌ  ଷ, поэтому всякийߤ2
вектор ݔ ∈ ଵܮ ∩  ଶ имеет видܮ

ݔ ൌ ଶܾଶߤ ൅ ଷܾଷߤ ൌ ଷܾଶߤ2 ൅ ଷܾଷߤ ൌ ଷሺ2ܾଶߤ ൅ ܾଷሻ ൌ ଷ൫2ߤ ∙ ሺ2, 4, 4ሻ ൅ ሺ1, 1, െ3ሻ൯ ൌ ,ଷሺ3ߤ 5, 1ሻ, 

т.е. вектор ሺ3, 5, 1ሻ  составляет базис подпространства ܮଵ ∩ ,ଶܮ  поэтому 
݀݅݉ሺܮଵ ∩ ଶሻܮ ൌ 1. 

в) По определению суммы подпространств всякий вектор суммы ܮଵ ൅  ଶܮ
имеет вид 

ݕ ൌ ଵݔ ൅  ,ଶݔ

где 

ଵݔ ∈ ଵܮ ൌ ,ሺܽଵܮ ܽଶሻ,			ݔଶ ∈ ଶܮ ൌ ,ሺܾଶܮ ܾଷሻ, 
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и поэтому 

ݕ ൌ ଵܽଵߙ ൅ ଶܽଶߙ ൅ ଷܾଶߙ ൅  ,ସܾଷߙ

т.е. ܮଵ ൅ ଶܮ есть линейная оболочка системы векторов ܽଵ, ܽଶ, ܾଶ, ܾଷ.  Поэтому 
чтобы найти базис ܮଵ ൅ ,ଶ, нужно найти базис системы ܽଵܮ ܽଶ, ܾଶ, ܾଷ. Составляя 
и преобразуя матрицу со строками ܽଵ, ܽଶ, ܾଶ, ܾଷ, имеем 

ቌ

1 2 1
1 1 െ1
1 2 2
1 1 െ3

ቍ~ቌ

1 2 1
0 െ1 െ2
0 0 1
0 െ1 െ4

ቍ~ቌ

1 2 1
0 െ1 െ2
0 0 1
0 0 െ2

ቍ~ 

~ቌ

1 2 1
0 െ1 െ2
0 0 1
0	 0 0

ቍ~൭
1 2 1
0 െ1 െ2
0 0 1

൱. 

Отсюда можно сделать вывод, что система векторов ܽଵ, ܽଶ, ܾଶ  является 
одним из базисов подпространства ܮଵ ൅ ଵܮଶ, так что ݀݅݉ሺܮ ൅ ଶሻܮ ൌ 3. 

Проверка: 

݀݅݉ ଵܮ ൅ ݀݅݉ ଶܮ െ ݀݅݉ሺܮଵ ∩ ଶሻܮ ൌ 2 ൅ 2 െ 1 ൌ 3 ൌ ݀݅݉ሺܮଵ ൅  .ଶሻܮ

 

Задачи для решения 

1 Выясните, является ли линейным подпространством  соответствующего 
линейного пространства каждое из нижеприведенных множеств векторов  

а) множество векторов пространства ܴ௡, компоненты которых целые чис-
ла; 

б) множество векторов плоскости, исходящих из начала координат, кон-
цы которых лежат на данной прямой;  

в) множество векторов плоскости, исходящих из начала координат, концы 
которых лежат на одной из осей координат;  

г) множество векторов плоскости, исходящих из начала координат, концы 
которых лежат во второй четверти;  

д) множество векторов пространства вещественных квадратных матриц 
порядка ݊ над полем ܴ, состоящее из невырожденных матриц; 

е) множество векторов пространства вещественных квадратных матриц 
порядка ݊ над полем ܴ, состоящее из матриц, у которых первая строка нулевая;  

ж) множество векторов пространства вещественных квадратных матриц с 
целочисленными компонентами;  

з) множество векторов пространства вещественных квадратных матриц 

порядка 2 над полем ܴ, состоящее из матриц вида ቀ ܽ ܾ
െܾ ܽ

ቁ. 
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2 Докажите, что нижеприведенные множества векторов образуют линей-
ные подпространства соответствующих пространств, и найдите их базис. 

а)  Множество векторов пространства ࡾ૟, у которых первая и последняя 
компоненты равны между собой; 

б) множество векторов пространства ࡾ૟ которые имеют вид 
ሺߙ, ,ߚ ,ߙ ,ߚ ,ߙ  ;ሻߚ

в) множество векторов пространства квадратных матриц 2-го порядка над 

полем ࡾ, состоящее из матриц вида ቀ0 ܿ
݀ 0

ቁ. 

3 Узнайте, принадлежит ли вектор Ԧܽ ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ из пространства ܯଶ веще-

ственных квадратных матриц порядка 2 над полем ࡾ линейной оболочке векто-

ров ܽଵሬሬሬሬԦ ൌ ቀ3 1
0 2

ቁ , ܽଶሬሬሬሬԦ ൌ ቀ 5 2
െ1 3

ቁ. 

4 Найти базис и размерность подпространств, порожденных векторами: 

а) ܽଵሬሬሬሬԦ ൌ ሺ2, 1, 1, 0ሻ,			ܽଶሬሬሬሬԦ ൌ ሺ3, 2, െ1,െ2ሻ,			ܽଷሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1, 1, െ2,െ2ሻ,			ܽସሬሬሬሬԦ ൌ  

ൌ	 ሺെ1, 0, െ3,െ2ሻ; 

б) ܽଵሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1, 2, 1, 2ሻ, ܽଶሬሬሬሬԦ ൌ ሺ2, 1, 2, 1ሻ, ܽଷሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ1, 1, െ1, 1ሻ; 

в) ܽଵሬሬሬሬԦ ൌ ቀ 1 0
െ1 2

ቁ,			ܽଶሬሬሬሬԦ ൌ ቀെ1 െ6
4 1

ቁ,			ܽଷሬሬሬሬԦ ൌ ቀ 1 2
െ2 1

ቁ ; 

г) ଵ݂ሬሬሬԦ ൌ ݔ2 ൅ 			,ଶݔ ଶ݂ሬሬሬԦ ൌ െ2 ൅ ݔ െ 			,ଶݔ ଷ݂ሬሬሬԦ ൌ 4 ൅  .ଶݔ3

5 В пространстве ࡾ૝ подпространства ܮଵ,  ଶ пораждаются соотвественноܮ
векторами ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ и ܾଵ, ܾଶ 

ܽଵሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1, 2, 0, 1ሻ,							ܾଵሬሬሬԦ ൌ ሺ1, 0, 1, 0ሻ, 

ܽଶሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1, 1, 1, 0ሻ,				ܾଶሬሬሬሬԦ ൌ ሺ1, 3, 0, 1ሻ, 

ܽଷሬሬሬሬԦ ൌ ሺ3, 5, 1, 2ሻ.																																	 

Найдите базис и размерность подпространств ܮଵ, ,ଶܮ ଵܮ ∩ ,ଶܮ ଵܮ ൅  .ଶܮ

6 Докажите, что если ܮ െ трехмерное линейное пространство, а ܮଵ, ଶܮ  – 
различные двумерные подпространства, то ܮଵ ∩ -ଶ – одномерное подпространܮ
ство и ܮ ൌ ଵܮ ൅  .ଶܮ

7 Докажите, что если размерность суммы двух линейных подпространств 
на единицу больше размерности их пересечения, то сумма совпадает с одним из 
этих подпространств, а пересечение с другим. 

8 Докажите, что если система векторов Ԧܽ, ሬܾԦ линейно независима, то их 
линейная оболочка ܮሺ Ԧܽ, ሬܾԦሻ совпадает с прямой суммой ܮሺ Ԧܽሻ ൅  ሺሬܾԦሻ линейныхܮ
оболочек ܮሺ Ԧܽሻ и ܮሺሬܾԦሻ векторов Ԧܽ, ሬܾԦ. 
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9 Докажите, что если ܮଵ и ܮଶ – различные одномерные подпространства 
двумерного линейного пространства ܮ, то ܮ  является прямой суммой подпро-
странств ܮଵ и ܮଶ. 

 

Тема 3. Исследование систем уравнений 

Вопросы теории 

1 Понятие исследования системы линейных уравнений. 
2 Критерий совместности системы линейных уравнений. 
3 Условие определенности системы линейных уравнений. 
4 Фундаментальная система решений однородной системы линейных урав-
нений. 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Исследовать систему линейных уравнений; если она совместна, 
то найти ее общее и одно частное решение: 

൜
ଵݔ െ ଶݔ ൌ െ1,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൌ 7.  

Решение. Запишем матрицу системы и расширенную матрицу системы и 
приведем их к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований:  

ቀ1 െ1
2 1

ቚെ1
7
ቁ~ ቀ1 െ1

0 3
ቚെ1
9
ቁ. 

Ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы системы 
ሻܣሺݎ ൌ ሻܣሺ̅ݎ ൌ 2,  значит, система совместна. Количество неизвестных также 
равно 2, ݊ ൌ ሻܣሺݎ ൌ ሻܣሺ̅ݎ ൌ 2.  Значит, система совместна и определена, т.е. 
имеет единственное решение. Запишем систему уравнений соответствующую 
полученной расширенной матрице: 

൜
ଵݔ െ ଶݔ ൌ െ1,
ଶݔ3 ൌ 9.  

Из второго уравнения ݔଶ ൌ 3; подставляя это значение в уравнение 1, по-
лучаем ݔଵ ൌ 2. 

Система совместна и определена; общее решение (2; 3); частное решение 
(2; 3). 

Задача 2. Исследовать систему линейных уравнений; если она совместна, 
то найти ее общее и одно частное решение: 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଷݔ ൌ െ4
ଵݔ ൅ ଶݔ2 െ ଷݔ ൌ 0
െ2ݔଵ െ ଷݔ2 ൌ 16

. 

Приведем к ступенчатому виду матрицы системы: 
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൭
1 1 െ1
1 2 െ3
െ2 0 െ2

อ
െ4
0
16
൱~൭

1 1 െ1
0 1 െ2
0 2 െ4

อ
െ4
4
8
൱~൭

1 1 െ1
0 1 െ2
0 0 0

อ
െ4
4
0
൱. 

Так как ݎሺܣሻ ൌ ሻܣሺ̅ݎ ൌ 2 ൏ 3 ൌ ݊, то система совместна и не определена 
(т. е. имеет бесконечно много решений). 

Количество базисных переменных равно ݎሺܣሻ ൌ 2, количество свободных 
переменных равно ݊ െ ሻܣሺݎ ൌ 3 െ 2 ൌ 1. 

Запишем систему уравнений, соответствующую полученной расширен-

ной матрице ൜
ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଷݔ ൌ െ4,
ଶݔ െ ଷݔ2 ൌ 4.  

Теперь для наглядности запишем эту систему в другом виде (слева оста-
ются только главные переменные): 

൜
ଵݔ ൅ ଶݔ ൌ ଷݔ െ 4,
ଶݔ ൌ ଷݔ2 ൅ 4.  

Подставляя выражение для ݔଶ в первое уравнение, получим ݔଵ ൌ െݔଷ െ 8. 
Обозначая свободную переменную ݔଷ через ݐ, получим общее решение систе-
мы: ሺെݐ െ 8; ݐ2 ൅ 4; .ሻݐ  Частное решение системы получим, например, при 
ݐ ൌ 0: ሺെ8; 4; 0ሻ. 

Т.е. система совместна и не определена; общее решение ሼሺെݐ െ 8; ݐ2 ൅
		൅4; ,ሻݐ ݐ ∈ ;частное решение ሺെ8 ;{ࡾ 4; 0ሻ.  

Задача 3. Исследовать систему линейных уравнений; если она совместна, 
то найти ее общее и одно частное решение: 

൞

ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ3 ൌ 1,
ଵݔ6 െ ଶݔ3 െ ଷݔ3 െ ସݔ ൌ െ9,
െ7ݔଵ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ െ ସݔ2 ൌ 8,

െ3ݔଵ ൅ ଶݔ9 ൅ ଷݔ9 ൅ ସݔ10 ൌ 12.

 

Решение. Приведем матрицы системы к ступенчатому виду: 

൮

1 2 2 3
6 െ3 െ3 െ1
െ7 1 1 െ2
െ3 9 9 10

ተ

1
െ9
8
12

൲~൮

1 2 2 3
0 െ15 െ15 െ19
0 15 15 19
0 15 15 19

ተ

1
െ15
15
15

൲~ 

~൮

1 2 2 3
0 െ15 െ15 െ19
0 0 0 0
0 0 0 0

ተ

1
െ15
0
0

൲~൮

1 2 2 3
0 15 15 19
0 0 0 0
0 0 0 0

ተ

1
15
0
0

൲ 

Так как ݎሺܣሻ ൌ ሻܣሺ̅ݎ ൌ 2 ൏ 4 ൌ ݊, то система совместна и не определена. 
Количество базисных переменных равно ݎሺܣሻ ൌ 2, количество свободных 

переменных равно ݊ െ ሻܣሺݎ ൌ 4 െ 2 ൌ 2. Запишем систему уравнений, соответ-
ствующую полученной расширенной матрице: 
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Теперь запишем эту систему в другом виде (слева остаются только глав-
ные переменные):  

൜
ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൌ 1 െ ଷݔ2 െ ,ସݔ3
ଶݔ15 ൌ 15 െ ଷݔ15 െ .ସݔ19

 

Из второго уравнения выразим ݔଶ,  через ݔଷ  и ݔସ ଶݔ : ൌ 1 െ ଷݔ3 െ
ଵଽ

ଵହ
 .ସݔ

Подставляя в выражение для ݔଶ в первое уравнение, получим ݔଵ ൌ െ1 െ
଻

ଵହ
 .ସݔ

Обозначим свободные переменные ݔଷ через ݐଵ, ݔସ через ݐଶ. Запишем общее ре-
шение системы: 

൬െ1 െ
7
15

;ଶݐ 1 െ ଵݐ െ
19
15

;ଶݐ ;ଵݐ  .ଶ൰ݐ

Частное решение системы получим, например, при ݐଵ ൌ 1, ଶݐ ൌ 0 
ሺെ1; 0;	െ1; 0ሻ. 

Система совместна и не определена; общее решение  

൜൬െ1 െ
7
15

;ଶݐ 1 െ ଵݐ െ
19
15

;ଶݐ ;ଵݐ ଶ൰ݐ , ݐ ∈  .ൠࡾ

Частное решение ሺെ1; 0;	െ1; 0ሻ. 
 

Задача 4. Исследовать систему линейных уравнений 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଷݔ ൌ െ4,
ଵݔ ൅ ଶݔ2 െ ଷݔ3 ൌ 0,
െ2ݔଵ െ ଷݔ2 ൌ 3.

 

Решение. Приведем к ступенчатому виду расширенную матрицу систе-
мы: 

൭
1 1 െ1
1 2 െ3
െ2 0 െ2

อ
െ4
0
3
൱~൭

1 1 െ1
0 1 െ2
0 2 െ4

อ
െ4
4
െ5

൱~൭
1 1 െ1
0 1 െ2
0 0 0

อ
െ4
4

െ13
൱. 

Так как ݎሺܣሻ ൌ 2 ് 3 ൌ ,ሻܣሺ̅ݎ  то система несовместна (не имеет реше-
ний). 

Задание. 5 Исследовать систему линейных уравнений в зависимости от 
параметра ߣ. В случае, когда система совместна, найти общее и одно частное 

решение ൜
ଵݔ2 െ ଶݔ ൌ 8,
ଵݔ4 െ ଶݔ2 ൌ  .ߣ

Решение. Приведем к ступенчатому виду матрицы системы: 

ቀ2 െ1
4 െ2

ቚ8
ߣ
ቁ~ ቀ2 െ1

0 0
ቚ 8
ߣ െ 16

ቁ. 
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Запишем полученную матрицу системы ܣ ൌ ቀ2 െ1
0 0

ቁ. Ранг ݎሺܣሻ ൌ 1. 

а) При ߣ ് 16 получим расширенную матрицу системы 

ܣ̅ ൌ ቀ2 െ1
0 0

ቚ 8
ߣ െ 16

ቁ. 

Ранг ݎሺ̅ܣሻ ൌ 2.  Таким образом, ݎሺܣሻ ൌ 1 ് 2 ൌ ሻܣሺ̅ݎ  – система несов-
местна. 

b) При ߣ ൌ 16 получим расширенную матрицу системы  

ܣ̅ ൌ ቀ2 െ1
0 0

ቚ8
0
ቁ. 

Ранг ݎሺ̅ܣሻ ൌ 1. Значит, ݎሺܣሻ ൌ ሻܣሺ̅ݎ ൌ 1 ൏ 2 ൌ ݊, система совместна и не-
определена. Полученной расширенной матрице системы соответствует уравне-
ние  

ଵݔ2 െ ଶݔ ൌ 8. 

Обозначая свободную переменную ݔଵ ൌ ,ݐ  получим общее решение си-
стемы: ሺݐ; ݐ2 െ 8ሻ.  

Частное решение системы получим, например, при ݐ ൌ 0: ሺ0;െ8ሻ. 
Таким образом, при ߣ ് 16  система несовместна; при ߣ ൌ 16  система 

совместна и не определена, общее решение ሼሺݐ; ݐ2 െ 8ሻ, ݐ ∈ -ሽ. Частное решеࡾ
ние ሺ0;െ8ሻ. 

Задача 6. Найти размерность и базис векторного пространства решений 
однородной системы линейных уравнений: 

൝
ଵݔ3 െ ଶݔ2 ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ4 ൌ 0,
ଵݔ6 െ ଶݔ4 ൅ ଷݔ4 ൅ ସݔ3 ൌ 0
ଵݔ9 െ ଶݔ6 ൅ ଷݔ3 ൅ ସݔ2 ൌ 0.

, 

Решение. Запишем матрицу этой линейной системы и приведём её к сту-
пенчатому виду: 

൭
3 െ2 5 4
6 െ4 4 3
9 െ6 3 2

൱~ቀ3 െ2 5 4
0 0 6 5

ቁ. 

Получим систему уравнений ൜
ଵݔ3 െ ଶݔ2 ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ4 ൌ 0

ଷݔ6 ൅ ସݔ5 ൌ 0.  

Неизвестные ݔଶ  и ݔସ  являются свободными; придадим им значения 
ଶݔ ൌ 3 и ݔସ ൌ 0, а затем, выразим через них базисные неизвестные 

൜
ଵݔ3 െ 6 ൅ ଷݔ5 ൌ 0

ଷݔ6 ൌ 0 ~ ൜
ଵݔ3 ൌ 6
ଷݔ ൌ 0 ~ ൜

ଵݔ ൌ 2
ଷݔ ൌ 0. 
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 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ 
 ૚തതത 2 3 0 0ࢋ
 

 Таким образом, получим первый вектор базиса в пространстве решений. 
Положив ݔଶ ൌ 0и ݔସ ൌ 6 , аналогично найдем второй вектор из базиса про-
странства решений  

൝
ଵݔ3 ൅ ଷݔ5 ൌ 0
ଷݔ6 ൅ 30 ൌ 0 ~ ൝

ଵݔ3 ൌ 25
ଷݔ ൌ െ5~ ൝

ଵݔ ൌ
25
3

ଷݔ ൌ െ5
. 

(умножив полученный вектор на 3, мы сделали все его координаты целыми).  

 ସݔ ଷݔ ଶݔ ଵݔ  
 ૛തതത 25 0 -15 18ࢋ
Таким образом, пространство решений рассматриваемой линейной си-

стемы является двумерным, и векторы ሺ2, 3, 0, 0ሻ, ሺ25, 0, െ15, 18ሻ образуют ба-
зис в пространстве её решений. 

 

Задачи для решения 

1 Исследовать системы линейных уравнений, для совместных систем 
найти общее и одно частное решения: 

1) ൜
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 3,

ଵݔ2 ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ2 ൌ 6. 

 

2) ൝
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 3,
ଵݔ2 െ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2,
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ2 ൌ 5.

 

 

3) ൝
ݔ4 െ ݕ3 ൅ ݖ2 ൌ 9,
ݔ2 ൅ ݕ5 െ ݖ3 ൌ 4,
ݔ5 ൅ ݕ6 െ ݖ2 ൌ 18.

 

 

4) ൞

ݔ െ ݕ3√ ൌ 1,

ݔ3√ െ ݕ3 ൌ √3,

െ √ଷ

ଷ
ݔ ൅ ݕ ൌ െ√ଷ

ଷ
.

 

 



23 
 

5) 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൅ ସݔ3 ൌ 4,
ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଷݔ2 ൌ 0,
ଵݔ3 ൅ ଷݔ െ ସݔ ൌ 2,
ଵݔ2 ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൌ 3,

ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ4 െ ସݔ3 ൌ െ3.

 

 

6) 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ଵݔ45 െ ଶݔ28 ൅ ଷݔ34 െ ସݔ52 ൌ 9,
ଵݔ36 െ ଶݔ23 ൅ ଷݔ29 െ ସݔ43 ൌ 3,
ଵݔ35 െ ଶݔ21 ൅ ଷݔ28 െ ସݔ45 ൌ 16,
ଵݔ47 െ ଶݔ32 ൅ ଷݔ36 െ ସݔ48 ൌ െ17,
ଵݔ27 െ ଶݔ19 ൅ ଷݔ22 െ ସݔ35 ൌ 6.

 

 

7) 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ଵݔ8 ൅ ଶݔ6 ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ2 ൌ 21,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ ൌ 10,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ3 ൅ ସݔ ൌ 8,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ5 ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൌ 15,
ଵݔ7 ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ2 ൌ 18.

 

 

2 Исследовать систему линейных уравнений в зависимости от параметра 
 :В случае, когда система совместна, найти общее и одно частное решение .ߣ

1) ൜
ଵݔ െ ଶݔ ൅ ଷݔ2 ൌ 5,

ଵݔߣ െ ଶݔ2 ൅ ଷݔ4 ൌ 10. 

 

2) ቐ
ሺ1 ൅ ଵݔሻߣ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 1,
ଵݔ ൅ ሺ1 ൅ ଶݔሻߣ ൅ ଷݔ ൌ ,ߣ
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ሺ1 ൅ ଷݔሻߣ ൌ .ଶߣ

 

 

3) ൞

ଵݔߣ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൌ 4,
ଵݔ ൅ ଶݔߣ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൌ 4,
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔߣ ൅ ସݔ ൌ 4,
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൅ ସݔߣ ൌ 4.

 

3 Найти размерность и базис векторного пространства решений однород-
ной системы линейных уравнений: 

1) ൞

ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ3 ൌ 0,
ଵݔ6 െ ଶݔ3 െ ଷݔ3 െ ସݔ ൌ 0,
െ7ݔଵ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ െ ସݔ2 ൌ 0,

െ3ݔଵ ൅ ଶݔ9 ൅ ଷݔ9 ൅ ସݔ10 ൌ 0.
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2) 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ଵݔ െ ଷݔ ൌ 0,
ଶݔ െ ସݔ ൌ 0,

െݔଵ ൅ ଷݔ െ ହݔ ൌ 0,
െݔଶ ൅ ସݔ െ ଺ݔ ൌ 0,
െݔଷ ൅ ହݔ ൌ 0,
െݔସ ൅ ଺ݔ ൌ 0.

 

 

3) ൞

ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ4 െ ସݔ3 ൌ 0,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ5 ൅ ଷݔ6 െ ସݔ4 ൌ 0,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ2 ൅ ସݔ3 ൌ 0,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ8 ൅ ଷݔ24 െ ସݔ19 ൌ 0.

 

 

4) ൞

ଵݔ െ ଶݔ െ ଷݔ2 ൅ ସݔ3 ൌ 0,
ଵݔ ൅ ଶݔ2 െ ସݔ4 ൌ 0,

ଵݔ2 ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ2 െ ସݔ ൌ 0,
ଵݔ െ ଶݔ4 ൅ ଷݔ ൅ ସݔ10 ൌ 0.

 

 

5) ൞

ଵݔ3 ൅ ଶݔ4 ൅ ଷݔ ൅ ସݔ2 ൅ ହݔ3 ൌ 0,
ଵݔ5 ൅ ଶݔ7 ൅ ଷݔ ൅ ସݔ3 ൅ ହݔ4 ൌ 0,
ଵݔ4 ൅ ଶݔ5 ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ ൅ ହݔ5 ൌ 0,
ଵݔ7 ൅ ଶݔ10 ൅ ଷݔ ൅ ସݔ6 ൅ ହݔ5 ൌ 0.

 

 

6) 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ଵݔ െ ଷݔ ൅ ହݔ ൌ 0,
ଶݔ െ ସݔ ൅ ଺ݔ ൌ 0,

ଵݔ െ ଶݔ ൅ ହݔ െ ଺ݔ ൌ 0
ଶݔ െ ଷݔ ൅ ଺ݔ ൌ 0,
ଵݔ െ ସݔ ൅ ହݔ ൌ 0.

, 

 

7) ൞

ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ2 ൌ 0,
ଵݔ ൅ ଶݔ3 െ ଷݔ3 ൅ ସݔ4 ൌ 0,

ଵݔ3 ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ ൌ 0,
ଵݔ ൅ ଶݔ3 െ ସݔ5 ൌ 0.

 

 

8) ൝
ଵݔ2 െ ଶݔ4 ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ3 ൌ 0,
ଵݔ3 െ ଶݔ6 ൅ ଷݔ4 ൅ ସݔ2 ൌ 0,
ଵݔ4 െ ଶݔ8 ൅ ଷݔ17 ൅ ସݔ11 ൌ 0.

 

 

9) ൞

ଵݔ5 ൅ ଶݔ6 െ ଷݔ2 ൅ ସݔ7 ൅ ହݔ4 ൌ 0,
ଵݔ2 ൅ ଶݔ3 െ ଷݔ ൅ ସݔ4 ൅ ହݔ2 ൌ 0,
ଵݔ5 ൅ ଶݔ9 െ ଷݔ3 ൅ ସݔ ൅ ହݔ6 ൌ 0,
ଵݔ7 ൅ ଶݔ9 െ ଷݔ3 ൅ ସݔ5 ൅ ହݔ6 ൌ 0.
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10) ൞

ଵݔ െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ െ ସݔ2 ൌ 0,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ2 ൅ ସݔ3 ൌ 0,

ଵݔ5 ൅ ଶݔ6 െ ଷݔ4 െ ସݔ ൌ 0
ଵݔ3 ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ ൌ 0.

, 

 

11) ൞

ଵݔ ൅ ଶݔ5 െ ଷݔ3 െ ସݔ2 ൌ 0,
െ2ݔଵ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ4 ൌ 0,

ଵݔ െ ଶݔ3 ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ2 ൌ 0,
ଵݔ5 െ ଶݔ ൅ ଷݔ6 െ ସݔ2 ൌ 0.

 

 

12) ൞

ଵݔ2 ൅ ଶݔ6 െ ଷݔ2 െ ସݔ4 ൌ 0,
െ5ݔଵ െ ଶݔ2 െ ଷݔ ൅ ସݔ5 ൌ 0,
െ4ݔଵ ൅ ଶݔ14 െ ଷݔ8 െ ସݔ2 ൌ 0,
െݔଵ ൅ ଶݔ10 െ ଷݔ5 െ ସݔ3 ൌ 0.

 

 

13) ൞

ଵݔ3 ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ2 ൅ ସݔ ൌ 0,
െ3ݔଵ ൅ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ4 ൌ 0,
ଵݔ9 ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ5 െ ସݔ2 ൌ 0,
െ9ݔଵ െ ଷݔ4 ൅ ସݔ7 ൌ 0.

 

 

14) ൞

െݔଵ ൅ ଶݔ3 ൅ ଷݔ3 െ ସݔ ൌ 0,
ଵݔ2 െ ଶݔ2 ൅ ଷݔ ൅ ସݔ3 ൌ 0,

െ5ݔଵ ൅ ଶݔ11 ൅ ଷݔ8 െ ସݔ6 ൌ 0,
ଵݔ3 െ ଶݔ ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ5 ൌ 0.

 

 

Тема 4. Евклидовы пространства 

Вопросы теории 

1 Определение скалярного произведения. 
2 Определение евклидова пространства. 
3 Свойства скалярного произведения. 
4 Длина (норма) вектора. 
5 Угол между векторами. 
6 Понятие ортогональных векторов. 
7 Понятие ортогонального базиса. 
8 Понятие ортонормированного базиса. 
 

Образцы решения задач 
Задача 1. Доказать, что любое ݊ െ мерное вещественное векторное про-

странство можно превратить в евклидово пространство. 

Решение. Надо показать, что в любом конечном пространстве ܮ над по-
лем ࡾ	можно определить скалярное произведение. Пусть ݁ଵሬሬሬԦ, ݁ଶሬሬሬԦ, … , ݁௡ሬሬሬሬԦ െлюбой 
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базис пространства ܮ, ,Ԧݔ ,ଵߙ а ,ܮ Ԧ – любые векторы изݕ ,ଶߙ … , ,ଵߚ ௡ иߙ ,ଶߚ … ,  –	௡ߚ
их координаты в базисе: 

Ԧݔ ൌ ଵ݁ଵሬሬሬԦߙ ൅ ଶ݁ଶሬሬሬԦߙ ൅ ⋯൅  ,௡݁௡ሬሬሬሬԦߙ
Ԧݕ ൌ ଵ݁ଵሬሬሬԦߚ ൅ ଶ݁ଶሬሬሬԦߚ ൅ ⋯൅  ,௡݁௡ሬሬሬሬԦߚ

где	ߙ௜, ௜ߚ ∈ ሺ݅	ࡾ ൌ 1, 2, … , ݊ሻ.  

Положим ሺݔԦ, Ԧሻݕ ൌ ଵߚଵߙ ൅ ଶߚଶߙ ൅ ⋯൅  ሺ1ሻ																																																					௡ߚ௡ߙ
и покажем, что при таком определении все свойства скалярного произве-

дения векторов будут выполнены. 
1) Имеем: 

ሺݔԦ, Ԧሻݔ ൌ ଵߙ
ଶ ൅ ଶߙ

ଶ ൅ ⋯൅  .௡ଶߙ
Поэтому в силу свойства поля ܴሺݔԦ, Ԧሻݔ ൒ 0.Кроме того, ሺݔԦ, Ԧሻݔ ൌ 0 лишь то-

гда, когда ߙଵ ൌ ଶߙ ൌ ⋯ ൌ ௡ߙ ൌ 0, т.е. когда ݔԦ ൌ 0ሬԦ. 
2) Из коммутативности умножения в ࡾ вытекает, что 

ሺݔԦ, Ԧሻݕ ൌ෍ߙ௜ߚ௜ ൌ

௡

௜ୀଵ

෍ߚ௜ߙ௜ ൌ

௡

௜ୀଵ

ሺݕԦ,  .Ԧሻݔ

3) Поскольку вектор ݇ݕԦ имеет в базисе ݁ଵሬሬሬԦ, ݁ଶሬሬሬԦ, … , ݁௡ሬሬሬሬԦ координаты 
,ଵߚ݇ ,ଶߚ݇ … , ,௡ߚ݇ то по свойству дистрибутивности умножения относительно 
сложения в поле ࡾ 

ሺݔԦ, Ԧሻݕ݇ ൌ෍ߙ௜ሺ݇ߚ௜ሻ
௡

௜ୀଵ

ൌ ݇෍ߙ௜ߚ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ ݇ሺݔԦ,  .Ԧሻݕ

4) Пусть вектор ݖԦимеет в базисе ݁ଵሬሬሬԦ, ݁ଶሬሬሬԦ, … , ݁௡ሬሬሬሬԦкоординаты ߛଵ, ,ଶߛ … , -௡. Тоߛ
гда вектор ݕԦ ൅ ଵߚ Ԧимеет координатыݖ ൅ ,ଵߛ ଶߚ ൅ ,ଶߛ … , ௡ߚ ൅ -௡. Пользуясь свойߛ
ством дистрибутивности умножения относительно сложения в поле ࡾ, полу-
чим: 

ሺݔ,ሬሬሬԦ Ԧݕ ൅ Ԧሻݖ ൌ෍ߙ௜ሺ

௡

௜ୀଵ

௜ߚ ൅ ௜ሻߛ ൌ෍ߙ௜ߚ௜

௡

௜ୀଵ

൅෍ߙ௜ߛ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ ሺݔԦ, Ԧሻݕ ൅ ሺݔԦ,  .Ԧሻݖ

Полученные результаты означают, что формула (1) определяет в ܮ ска-
лярное произведение векторов и поэтому ܮ с заданным формулой (1) скаляр-
ным произведением является евклидовым пространством. 

 
Задача 2. Доказать, что в n-мерном пространстве ܨ многочленов степени 

൑ ݊ െ 1с действительными коэффициентами скалярное произведение двух век-
торов можно определить формулой 

																																ሺ݂, ݃ሻ ൌ න݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ,

௕

௔

																																																																						ሺ2ሻ 

где ܽ	и	ܾ– фиксированные действительные числа, ܽ ൏ ܾ. 
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Решение. Используя свойства определённого интеграла и формулу (2), 
получим: 

1) ሺ݂, ݂ሻ ൌ ׬ ݂ଶሺݔሻ݀ݔ ൒
௕
௔ 0,и  ሺ݂, ݂ሻ ൌ 0 ,тогда и только тогда, когда 

݂ ൌ 0 ൅ 0 ∙ ݔ ൅ ⋯൅ 0 ∙ ,௡ିଵݔ т. е. f = 0; 

2) ሺ݂, ݃ሻ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔ ൌ ׬ ݃ሺݔሻ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕
௔ ൌ ሺ݃, ݂ሻ; 

3) ሺ݂, ݇݃ሻ ൌ ׬ ݂ሺ݇݃ሻ݀ݔ
௕
௔ ൌ ݇ ׬ ݔ݂݀݃

௕
௔ ൌ ݇ሺ݂, ݃ሻ; 

4) ሺ݂, ଵ݂ ൅ ଶ݂ሻ ൌ ׬ ݂ሺ ଵ݂ ൅ ଶ݂ሻ݀ݔ
௕
௔ ൌ ׬ ݂ ଵ݂݀ݔ

௕
௔ ൅ ׬ ݂ ଶ݂݀ݔ

௕
௔ ൌ ሺ݂, ଵ݂ሻ ൅

			൅ሺ݂, ଶ݂ሻ. 

Полученные результаты означают, что формула (2) определяет в ܨ ска-
лярное произведение. 

Задача 3. Доказать, что в любом n-мерном евклидовом пространстве 
справедлива теорема косинусов. 

Решение. Пусть векторы Ԧܽ, ሬܾԦ, Ԧܿобозначают соответствующие вершины 
,ܣ ,ܤ ܥ  некоторого треугольника, тогда по определению длины вектора полу-
чим: 

|ܤܣ| ൌ ห Ԧܽ െ ሬܾԦห ൌ ට൫ Ԧܽ െ ሬܾԦ, Ԧܽ െ ሬܾԦ൯, 

|ܥܣ| ൌ | Ԧܽ െ Ԧܿ| ൌ ඥሺ Ԧܽ െ Ԧܿ, Ԧܽ െ Ԧܿሻ, 

|ܥܤ| ൌ หሬܾԦ െ Ԧܿห ൌ ට൫ሬܾԦ െ Ԧܿ, ሬܾԦ െ Ԧܿ൯. 

Обозначая через ߙ величину угла между векторами ሬܾԦ െ Ԧܽ	и Ԧܿ െ Ԧܽ, имеем 
по определению: 

ߙݏ݋ܿ ൌ
ሺሬܾԦ െ Ԧܽ,			 Ԧܿ െ Ԧܽሻ
|ܤܣ| ∙ |ܥܣ|

. 

Применяя свойства скалярного произведения, найдем, что: 

ଶ|ܤܣ|																								 ൅ ଶ|ܥܣ| െ 2 ∙ ଶ|ܤܣ| ∙ ଶ|ܥܣ| ∙ ݏ݋ܿ ߙ ൌ

ൌ ൫ Ԧܽ െ ሬܾԦ, Ԧܽ െ ሬܾԦ൯ ൅ ሺ Ԧܽ െ Ԧܿ, Ԧܽ െ Ԧܿሻ െ 2 ∙ |ܤܣ| ∙ |ܥܣ| ∙
൫ሬܾԦ െ Ԧܿ, Ԧܿ െ Ԧܽ൯
|ܤܣ| ∙ |ܥܣ|

ൌ

ൌ ሺ Ԧܽ, Ԧܽሻ െ 2൫ Ԧܽ, ሬܾԦ൯ ൅ ൫ሬܾԦ, ሬܾԦ൯ ൅ ሺ Ԧܽ, Ԧܽሻ െ 2ሺ Ԧܽ, Ԧܿሻ ൅ ሺ Ԧܿ, Ԧܿሻ െ 2൫ሬܾԦ, Ԧܿ൯

ൌ ൅2ሺ Ԧܽ, Ԧܿሻ ൅ 2൫ Ԧܽ, ሬܾԦ൯ െ 2ሺ Ԧܽ, Ԧܽሻ ൌ ൫ሬܾԦ, ሬܾԦ൯ െ 2൫ሬܾԦ, Ԧܿ൯ ൅ ሺ Ԧܿ, Ԧܿሻ ൌ

ൌ ൫ሬܾԦ െ Ԧܿ, ሬܾԦ െ Ԧܿ൯ ൌ  .ଶ|ܥܤ|

Итак, 
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ଶ|ܥܤ| ൌ ଶ|ܤܣ| ൅ ଶ|ܥܣ| െ |ܤܣ|2 ∙ |ܥܣ| ∙ ݏ݋ܿ  .что и следовало доказать	,ߙ

Задача 4. Исследовать на ортогональность векторы Ԧܽଵ ൌ ሺ2, 1, െ4, 2ሻи 
Ԧܽଶ ൌ ሺ4, 8, 2, െ4ሻ,	заданные своими координатами в некотором ортонормиро-
ванном базисе пространства ࡾ૝, а затем нормировать эти векторы. 

Решение. Так как векторы Ԧܽଵ, Ԧܽଶ заданы координатами в ортонормиро-
ванном базисе, то: 

ሺܽଵ,ሬሬሬሬሬԦ ܽଶሬሬሬሬԦሻ ൌ 2 ∙ 4 ൅ 1 ∙ 8 ൅ ሺെ4ሻ ∙ 2 ൅ 2 ∙ ሺെ4ሻ ൌ 0, 

а поэтому векторы Ԧܽଵ, Ԧܽଶ	ортогональны и составляют линейно независимую си-
стему. 

Нормируя Ԧܽଵи Ԧܽଶ, получаем векторы: 

ሬܾԦ
ଵ ൌ

Ԧܽଵ
ඥሺ Ԧܽଵ, Ԧܽଶሻ

ൌ
Ԧܽଵ

√4 ൅ 1 ൅ 16 ൅ 4
ൌ
1
5
ܽଵ ൌ ൬

2
5
,
1
5
, െ

4
5
,
2
5
൰, 

ሬܾԦ
ଶ ൌ

Ԧܽଶ
ඥሺ Ԧܽଶ, Ԧܽଶሻ

ൌ
Ԧܽଶ

√16 ൅ 64 ൅ 4 ൅ 16
ൌ

1
10

Ԧܽଶ ൌ ൬
2
5
,
4
5
,
1
5
, െ

2
5
൰. 

Задача 5. Методом ортогонализации построить ортонормированный ба-
зис подпространства ܮଵ, натянутого на следующую систему векторов простран-
ства ࡾ૝:  

Ԧܽଵ ൌ ሺ1, 0, 0, െ1ሻ, Ԧܽଶ ൌ ሺ2, 1, 1, 0ሻ, Ԧܽଷ ൌ ሺ1, 1, 1, 1ሻ, Ԧܽସ ൌ ሺ1, 2, 3, 4ሻ,	 

Ԧܽହ ൌ ሺ0, 1, 2, 3ሻ, 

заданных своими координатами в некотором ортонормированном базисе. 

Решение. Найдем базис подпространства ܮଵ ൌ ሺܮ Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽଷ, Ԧܽସ, Ԧܽହሻ: 

ۉ

ۈ
ۇ

1 0 0 െ1
2 1 1 0
1 1 1 1
1 2 3 4
0 1 2 3 ی

ۋ
ۊ
~

ۉ

ۈ
ۇ

1 0 0 െ1
0 1 1 2
0 1 1 2
0 2 3 5
0 1 2 3 ی

ۋ
ۊ
~

ۉ

ۈ
ۇ

1 0 0 െ1
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1 ی

ۋ
ۊ
~൭

1 0 0 െ1
0 1 1 2
0 0 1 1

൱, 

т.е. ранг данный системы векторов равен 3 и система векторов Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽସлинейно 
независима. Следовательно, система Ԧܽଵ, Ԧܽଶ, Ԧܽସ составляет базис ܮଵ. 

2) Ортогонализируем найденный базис. Положим Ԧܽଵ ൌ ሬܾԦ
ଵ.	Второй вектор 

ሬܾԦ
ଶ получим по формуле: 

ሬܾԦ
ଶ ൌ Ԧܽଶ െ

൫ Ԧܽଶ, ሬܾԦଵ൯

൫ሬܾԦଵ, ሬܾԦଵ൯
ܾଵሬሬሬԦ. 
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Имеем: 

൫ Ԧܽଵ, ሬܾԦଵ൯ ൌ 2 ∙ 1 ൅ 1 ∙ 0 ൅ 1 ∙ 0 ൅ 0 ∙ ሺെ1ሻ ൌ 2, 

൫ሬܾԦଵ, ሬܾԦଶ൯ ൌ 1ଶ ൅ 0ଶ ൅ 0ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൌ 2, 

ሬܾԦ
ଶ ൌ Ԧܽଶ െ 1 ∙ ሬܾԦଵ ൌ ሺ1, 1, 1, 1ሻ. 

Третий вектор ሬܾԦଷ получается по формуле: 

ሬܾԦ
ଷ ൌ Ԧܽସ െ ቆ

Ԧܽସ, ሬܾԦଵ
ሬܾԦ
ଵ, ሬܾԦଵ

ቇ ሬܾԦଵ െ
൫ Ԧܽସ, ሬܾԦଶ൯

൫ሬܾԦଶ, ሬܾԦଶ൯
ሬܾԦ
ଶ, 

откуда  

ሬܾԦ
ଷ ൌ Ԧܽସ ൅

3
2
ሬܾԦ
ଵ െ

5
2
ሬܾԦ
ଶ ൌ ሺ0, െ

1
2
,
1
2
, 0ሻ. 

Следовательно, система ሬܾԦଵ, ሬܾԦଶ, ሬܾԦଷ является искомым базисом. 

3) Нормируем найденный ортогональный базис: 

Ԧ݁ଵ ൌ
ሬܾԦ
ଵ

ටሺܾሬሬሬԦଵ, ሬܾԦଵሻ

ൌ
ሬܾԦ
ଵ

2
ൌ
√2
2
ሬܾԦ
ଵ ൌ ቆ

√2
2
, 0, 0, െ	

√2
2
ቇ, 

Ԧ݁ଶ ൌ
ሬܾԦ
ଶ

ට൫ሬܾԦଶ, ሬܾԦଶ൯

ൌ
ሬܾԦ
ଶ

2
ൌ ൬

1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
൰, 

Ԧ݁ଷ ൌ
ሬܾԦ
ଷ

ට൫ሬܾԦଷ, ሬܾԦଷ൯

ൌ √2ሬܾԦଷ ൌ ቆ0,െ
√2
2
,
√2
2
, 0ቇ. 

Ортонормированным базисом подпространства ܮଵ является система век-
торов Ԧ݁ଵ, Ԧ݁ଶ, Ԧ݁ଷ. 

Задача 6. В евклидовом пространстве многочленов степени ൑ 2 над ࡾ со 
скалярным произведением, задаваемым равенством 

ሺ݂, ݃ሻ ൌ න݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ

ଵ

଴

, 

ортогонализировать базис ଵ݂ሺݔሻ ൌ 1, fଶሺݔሻ ൌ ,ݔ ଷ݂ሺݔሻ ൌ  .ଶݔ
Решение. Строим по данному базису новый базис ߮ଵሺݔሻ, ߮ଶሺݔሻ, ߮ଷሺݔሻ. За 

первый вектор принимаем ߮ଵሺݔሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ, т.е. ߮ଵሺݔሻ ൌ 1. Второй вектор ߮ଶሺݔሻ 
ищем в виде 

߮ଶሺݔሻ ൌ ଶ݂ሺݔሻ ൅ ሻݔଵሺ߮ߙ ൌ ݔ ൅ ߙ ∙ 1, 
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где  

ߙ ൌ െ
ሺ ଶ݂, ߮ଶሻ
ሺ߮ଵ, ߮ଵሻ

ൌ െ
׬ ݔ ∙ 1 ∙ ݔ݀
ଵ
଴

׬ 1 ∙ 1 ∙ ݔ݀
ଵ
଴

ൌ െ

ଵ

ଶ

1
ൌ െ

1
2
. 

Следовательно, ߮ଶሺݔሻ ൌ ݔ െ
ଵ

ଶ
∙ 1 ൌ ݔ െ

ଵ

ଶ
. 

Третий вектор ߮ଷሺݔሻ находится в виде: 
߮ଷሺݔሻ ൌ ଷ݂ሺݔሻ ൅ ሻݔଵ߮ଵሺߤ ൅  ,ሻݔଶ߮ଶሺߤ

ଵߤ ൌ െ
ሺ ଷ݂, ߮ଵሻ
ሺ߮ଵ, ߮ଵሻ

ൌ െ
1
3
, 

ଶߤ ൌ െ
ሺ ଷ݂, ߮ଷሻ
ሺ߮ଶ, ߮ଶሻ

ൌ െ1. 

Таким образом, вектор ߮ଷሺݔሻ ൌ ଶݔ െ
ଵ

ଷ
∙ 1 െ 1 ∙ ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ ൌ ଶݔ െ ݔ ൅

ଵ

଺
. 

Следовательно, искомый базис состоит из векторов: 

1, ݔ െ
1
2
, ଶݔ	 െ ݔ ൅

1
6
. 

Задача 7. Используя процесс ортогонализации Грама – Шмидта,  постро-
ить ортогональный базис подпространства, натянутого на систему векторов: 

ܽଵതതത ൌ ሺെ1,1, െ1,1ሻ, ܽଶതതത ൌ ሺ0,5, െ1,2ሻ, ܽଷതതത ൌ ሺ5,5,3, െ1ሻ, ܽସതതത ൌ ሺ1,4,0,1ሻ. 

С помощью процесса ортогонализации построим ортогональную систему 
векторов ܾଵഥ , ܾଶതതത, ܾଷതതത, ܾସതതത.	 Если она будет содержать нулевые векторы, то их нужно 
вычеркнуть. Останется ортогональная система ненулевых векторов. Это и будет 
искомым базисом. 

Первый вектор: 	ܾଵഥ ൌ ܽଵതതത ൌ ሺെ1,1, െ1,1ሻ. 

Второй вектор имеет вид: ܾଶതതത ൌ ܽଶതതത െ ଵഥܾߙ ,			где	ߙ ൌ
ሺ௔మതതതത,௕భതതതሻ

ሺ௕భതതത,௕భതതതሻ
;	 

൫ܽଶതതത, ܾଵഥ ൯ ൌ 0 ∙ ሺെ1ሻ ൅ 5 ∙ 1 ൅ ሺെ1ሻ ∙ ሺെ1ሻ ൅ 2 ∙ 1 ൌ 8; 

൫ܾଵഥ , ܾଵഥ ൯ ൌ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ 4; ߙ						 ൌ
൫ܽଶതതത, ܾଵഥ ൯

൫ܾଵഥ , ܾଵഥ ൯
ൌ
8
4
ൌ 2. 

Тогда ܾଶതതത ൌ ܽଶതതത െ 2ܾଵഥ ൌ ቌ

0
5
െ1
2

ቍ െ 2ቌ

െ1
1
െ1
1

ቍ ൌ ቌ

2
3
1
0

ቍ. 

Третий вектор имеет вид: ܾଷതതത ൌ ܽଷതതത െ ଵܾଵഥߙ െ ,ଶܾଶതതതߙ где		ߙଵ ൌ
ሺ௔యതതതത,௕భതതതሻ

ሺ௕భതതത,௕భതതതሻ
,	 

ଶߙ	 ൌ
ሺܽଷതതത, ܾଶതതതሻ

ሺܾଶതതത, ܾଶതതതሻ
. 
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൫ܽଷതതത, ܾଵഥ ൯ ൌ 5 ∙ ሺെ1ሻ ൅ 1 ∙ 5 ൅ 3 ∙ ሺെ1ሻ ൅ ሺെ1ሻ ∙ 1 ൌ െ4; 

൫ܽଷതതത, ܾଶതതത൯ ൌ 5 ∙ 2 ൅ 5 ∙ 3 ൅ 3 ∙ 1 ൅ ሺെ1ሻ ∙ 0 ൌ 28; 

൫ܾଶതതത, ܾଶതതത൯ ൌ 2ଶ ൅ 3ଶ ൅ 1ଶ ൌ 14;		 

ଵߙ	 ൌ
ሺܽଷതതത, ܾଵഥ ሻ

ሺܾଵഥ , ܾଵഥ ሻ
ൌ
െ4
4
ൌ െ1;						ߙଶ ൌ

ሺܽଷതതത, ܾଶതതതሻ

ሺܾଶതതത, ܾଶതതതሻ
ൌ
28
14

ൌ 2. 

Тогда ܾଷതതത ൌ ܽଷതതത ൅ ܾଵഥ െ 2ܾଶതതത ൌ ቌ

5
5
3
െ1

ቍ ൅ ቌ

െ1
1
െ1
1

ቍ െ 2ቌ

2
3
1
0

ቍ ൌ ቌ

0
0
0
0

ቍ. 

Вектор ܾଷതതത	оказался нулевым, значит, в искомый базис он не входит. 

Четвертый вектор: ܾସതതത ൌ ܽସതതത െ ଵܾଵഥߙ െ ଶܾଶതതതߙ െ ,ଷܾଷതതതߙ где	ߙଵ ൌ
ሺ௔రതതതത,௕భതതതሻ

ሺ௕భതതത,௕భതതതሻ
, 

ଶߙ	 ൌ
൫ܽସതതത, ܾଶതതത൯

൫ܾଶതതത, ܾଶതതത൯
, 

ଷߙ െ произвольное	число. 

൫ܽସതതത, ܾଵഥ ൯ ൌ 1 ∙ ሺെ1ሻ ൅ 4 ∙ 1 െ 1 ∙ 0 ൅ 1 ∙ 1 ൌ 4; 

൫ܽସതതത, ܾଶതതത൯ ൌ 1 ∙ 2 ൅ 4 ∙ 3 ൅ 0 ∙ 1 ൅ 0 ∙ 1 ൌ 14; 

ଵߙ ൌ
൫ܽସതതത, ܾଵഥ ൯

൫ܾଵഥ , ܾଵഥ ൯
ൌ
4
4
ൌ 1, ଶߙ ൌ

൫ܽସതതത, ܾଶതതത൯

൫ܾଶതതത, ܾଶതതത൯
ൌ
14
14

ൌ 1. 

Тогда 

ܾସതതത ൌ ܽସതതത െ ܾଵഥ െ ܾଶതതത ൌ ቌ

1
4
0
1

ቍ െ ቌ

െ1
1
െ1
1

ቍ െ ቌ

2
3
1
0

ቍ ൌ ቌ

0
0
0
0

ቍ െ 		нулевой	вектор. 

Значит, система векторов ܾଵഥ ൌ ሺെ1,1, െ1,1ሻ, ܾଶതതത ൌ ሺ2,3,1,0ሻ	образует орто-
гональный базис пространства. 

 

Задачи для решения 

1 Выяснить, можно ли в n-мерном арифметическом векторном простран-
стве ࢔ࡾ	задать скалярное произведение ሺݔԦ,  Ԧሻс помощью формулыݕ

ሺݔԦ, Ԧሻݕ ൌ ଵߚଵߙ ൅ ଶߚଶߙ2 ൅ ଷߚଷߙ3 ൅ ⋯൅  ,௡ߚ௡ߙ݊

где ݔԦ ൌ ሺߙଵ, ,ଶߙ … , ,௡ሻߙ Ԧݕ ൌ ሺߚଵ, ,ଶߚ … ,  .௡ሻߚ
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2 Можно ли в любом n-мерном вещественном  пространстве задать ска-
лярное произведение формулой 

ሺݔԦ, Ԧሻݕ ൌ ଵߙ ∙ ଵߚ ൅ ଶߙ ∙ ଶߚ ൅ ⋯൅ ௡ିଵߙ ∙  ,௡ିଵߚ

если ߙଵ, ,ଶߙ … , ,௡ିଵߙ ,ଵߚ ௡иߙ ,ଶߚ … , ,௡ିଵߚ -в неко	Ԧݕ ሬሬሬሬԦи		ݔ ௡– координаты векторовߚ
тором фиксированном базисе? 

3 Положим ‖ݒ‖ ൌ ሺݒ; ݑ‖ ሻ. Доказать, чтоݒ ൅ ‖ݒ ൌ ‖ݑ‖ ൅ ‖ݒ‖ ൅ 2ሺݑ,  .ሻݒ

4 Если у двух векторов конечномерного евклидова пространства совпа-
дают скалярные произведения со всеми векторами пространства, то они равны. 
Докажите утверждение. 

5 Доказать, что из определения скалярного произведения вытекают сле-
дующие его свойства: 

а) ൫ݔԦ, 0ሬԦ൯ ൌ 0; 

б) ሺݔଵሬሬሬԦ െ ,ଶሬሬሬሬԦݔ ሻݕ ൌ ሺݔଵሬሬሬԦ, Ԧሻݕ െ ሺݔଶሬሬሬሬԦ,  .Ԧሻݕ

6 Найти длины арифметических векторов: 

Ԧܽ ൌ ሺ3, 2, 1, 1, 1ሻ,									 ሬܾԦ ൌ ሺെ5, 0, √3,െ2√3ሻ 

и расстояние между точками: 

ݔ ൌ ሺ5, 7, 5, 7, 2ሻ,									ݕ ൌ ሺ6, 4, 4, 4, 6ሻ. 

7 Определите угол между векторами Ԧܽ и ሬܾԦ: 

а) Ԧܽ ൌ ሺ2, 1, 3, 2ሻ,						 ሬܾԦ ൌ ሺ1, 2, െ2, 1ሻ; 

б) Ԧܽ ൌ ሺ4, 0, 2, 0, 4ሻ,						 ሬܾԦ ൌ ሺ3, 3, 3, 3, 0ሻ. 

8 Определить длины сторон и внутренние углы треугольника, вершины 
которого ܣ, ,ܤ  :заданы соответственно векторами ܥ

а) Ԧܽ ൌ ሺ0, 2, 1ሻ,						 ሬܾԦ ൌ ቀ
ଵ

ଷ
,
ସ

ଷ
,
ଵ

ଷ
ቁ,						 Ԧܿ ൌ ሺ1, 2, 0ሻ; 

б) Ԧܽ ൌ ሺ3, െ1, 3, െ1ሻ,						 ሬܾԦ ൌ ሺ4, 0, 2, 0ሻ,						 Ԧܿ ൌ ሺ3, 1, 3, 1ሻ. 

9 Показать, что в любом евклидовом пространстве для всякого вектора ݔԦ 
и всякого действительного ߙ выполняется равенство: 

|Ԧݔߙ| ൌ |ߙ| ∙  .|Ԧݔ|

10 Доказать, что в любом n-мерном евклидовом пространстве справедли-
вы теоремы: 
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а) сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов 
его сторон. 

б) квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме 
квадратов его ребер, выходящих из одной вершины. 

11 Доказать, что для любых векторов ܽ	ሬሬሬԦи ሬܾԦ евклидова пространства имеет 
место равенство: 

ห Ԧܽ ൅ ሬܾԦห
ଶ
൅ ห Ԧܽ െ ሬܾԦห

ଶ
ൌ 2 ∙ ቀ| Ԧܽ|ଶ ൅ หሬܾԦห

ଶ
ቁ. 

12 Доказать, что если Ԧܽ	и ܾ	ሬሬሬԦ– такие векторы евклидова пространства, для 
которых | Ԧܽ| ൌ หሬܾԦห, то 

൫ Ԧܽ െ ሬܾԦ, Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯ ൌ 0. 

13 Доказать, что если Ԧܽ, ܾ	ሬሬሬԦ– векторы какого-либо евклидова пространства, 
причем ሺܽ, ܾሻ ൌ 0, то 

ห Ԧܽ ൅ ሬܾԦห
ଶ
ൌ | Ԧܽ|ଶ ൅ หሬܾԦห

ଶ
. 

14 Написать неравенство Коши – Буняковского для векторов ݂ሺݔሻ и 
݃ሺݔሻ	пространства ܨ многочленов степени ൑ ݊ െ 1над полем ࡾ, если скалярное 
произведение в пространстве ܨзадано: 

ሺ݂, ݃ሻ ൌ න݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔

. 

15 Доказать, что для любых векторов ݔԦ,  :Ԧ справедливо неравенствоݕ

Ԧݔ| ൅ |Ԧݕ ൑ |Ԧݔ| ൅  .|Ԧݕ|

16 Доказать неравенства: 

а) |ݔԦ| െ |Ԧݕ| ൑ Ԧݔ| െ  ;|Ԧݕ

б) |ݔԦ| െ |Ԧݕ| ൑ Ԧݔ| ൅  ,|Ԧݕ

где ݔԦ,  .ሬሬሬԦ– любые векторы евклидова пространства	ݕ

17 Ортогонализируйте нижеприведенные системы векторов, заданных 
своими координатами в некотором ортонормированном базисе: 

а) (3, 2, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 3); 
б) (1, 1, - 1,  -2), (4, 1, -2, 3), (3, 4, -1, 2). 
Убедитесь в попарной ортогональности найденных векторов непосред-

ственно. 
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18 Ортогональную систему векторов ܽଵതതത ൌ ሺ1,െ2, 2, െ3ሻ, ܽଶതതത ൌ ሺ2, െ3, 2, 4ሻ 
евклидова пространства ࡾ૝ дополнить до ортогонального базиса этого про-
странства. 

19 Проверить, что векторы системы 

Ԧܽଵ ൌ ൬
1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
൰,						 Ԧܽଶ ൌ ൬

1
2
,
1
2
, െ

1
2
,െ

1
2
൰ 

евклидова пространства ࡾ૝ортогональны и нормированы. Дополнить данную 
систему до ортонормированного базиса этого пространства. 

20 В евклидовом пространстве ࡾ૝для пространства ܮ  решений системы 
уравнений 

൝
ଵݔ4 െ ଶݔ2 െ ଷݔ െ ସݔ ൌ 0,
െ2ݔଵ ൅ ଶݔ െ ଷݔ2 ൅ ସݔ ൌ 0,
െ6ݔଵ ൅ ଶݔ3 െ ଷݔ9 ൅ ସݔ4 ൌ 0,

 

построить ортогональный базис. 

21 Найти ортонормированную фундаментальную систему решений для 
системы уравнений: 

а)൝
ଵݔ2 െ ଶݔ ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ7 ൌ 0,
ଵݔ2 െ ଶݔ െ ଷݔ െ ସݔ5 ൌ 0,
ଵݔ4 െ ଶݔ2 ൅ ଷݔ7 ൅ ସݔ5 ൌ 0.

 

 

б) ൝
ଵݔ2 െ ଶݔ4 ൅ ଷݔ5 ൅ ସݔ3 ൌ 0,
ଵݔ3 െ ଶݔ6 ൅ ଷݔ4 ൅ ସݔ2 ൌ 0,
ଵݔ4 െ ଶݔ8 ൅ ଷݔ17 ൅ ସݔ11 ൌ 0.

 

22 Построить ортонормированный базис подпространства, натянутого на 
следующие системы векторов: 

аሻ	 Ԧܽଵ ൌ ሺ1, 2, 0, 1ሻ,			 Ԧܽଶ ൌ ሺ1, 1, 1, 0ሻ,			 Ԧܽଷ ൌ ሺ1, 0, 1, 0ሻ,			 Ԧܽସ ൌ ሺ1, 3, 0, 1ሻ; 
бሻ	 Ԧܽଵ ൌ ሺ1, 1, 1, 1ሻ,			 Ԧܽଶ ൌ ሺ1,െ1, 1, 4ሻ,			 Ԧܽଷ ൌ ሺ1, 3, 1, 3ሻ,			 Ԧܽସ ൌ ሺ1, 2, 0, 1ሻ. 

23 Используя процесс ортогонализации Грама – Шмидта,  построить ор-
тогональный базис подпространства, натянутого на систему векторов: 

а) ܽଵതതത ൌ ሺെ1,1, െ1,1ሻ, ܽଶതതത ൌ ሺ0,5, െ1,2ሻ, ܽଷതതത ൌ ሺ5,5,3, െ1ሻ, ܽସതതത ൌ ሺ1,4,0,1ሻ; 

б) aଵഥ ൌ ሺ1, െ1,2,1ሻ, aଶതതത ൌ ሺ2, െ1,1,2ሻ, aଷതതത ൌ ሺ0,െ1,3,0ሻ, aସതതത ൌ ሺ2,4, െ3,1ሻ;	 

в) aଵഥ ൌ ሺ0, െ1,1,2ሻ, aଶതതത ൌ ሺ2,െ1,3,4ሻ, aଷതതത ൌ ሺ4,3,1, െ2ሻ, aସതതത ൌ ሺ2,0,2,2ሻ;	 

г) aଵഥ ൌ ሺ2,3,2,2ሻ, aଶതതത ൌ ሺ5,4,6,4ሻ, aଷതതത ൌ ሺ0, െ7,2, െ2ሻ, aସതതത ൌ ሺ3,1,4,2ሻ. 
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