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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 

1  Линии в евклидовом пространстве 
 
Возникновение дифференциальной геометрии относится к первой 

половине XVIII века и связано с именами Л. Эйлера и Г. Монжа. Ее веду-
щие разделы: теория кривых и теория поверхностей – интенсивно разви-
вались и обобщались в работах К. Гаусса и других математиков. Харак-
терным для дифференциальной геометрии является то, что она изучает 
свойства кривых и поверхностей «в малом», то есть свойства достаточно 
малых кусков кривых и поверхностей. Дифференциальная геометрия в 
значительной степени опирается на теоремы, модели и приемы математи-
ческого анализа, отсюда происходит и ее название. Существование иссле-
дуемого геометрического объекта здесь связано, как правило, с условиями 
непрерывности, дифференцируемости или интегрируемости некоторой 
функции.  

 

1.1   Элементарная, простая, общая кривая 
Прежде чем ввести понятие элементарной кривой рассмотрим вспо-

могательные понятия и определения. 
Пусть в евклидовом пространстве 

3E  введена прямоугольная система 

координат. Возьмем произвольное подмножество 3EG  . Рассмотрим 

отображение 3: EGf  . 

О п р е д е л е н и е. Отображение f  множества G  в 3E  называется 

взаимно однозначным отображением (или вложением), если образы раз-
личных точек при этом отображении различны. 

Если f  – вложение, то на множестве  Gf  – образе множества G  

при отображении f  – можно ввести отображение, обратное к отображе-

нию f . Для этого произвольной точке  GfK   сопоставим точку GM    

такую, что   KMf  . Легко видеть, что точка ,M  обладающая этим свой-

ством (т.е.   KMf  ), единственна. Отображение, обратное к отображе-

нию f , обозначается символом 1f . 

 



4 
 

О п р е д е л е н и е. Отображение f  называется непрерывным в 

точке  ,0 GM   если    0

, 0
0

lim MfMf
MMGM

MM





. 

О п р е д е л е н и е.  Отображение f  называется непрерывным на 

множестве ,G  если оно непрерывно во всех точках множества G .  

О п р е д е л е н и е. Отображение 3: EGf   называется топологиче-

ским отображением или гомеоморфизмом, если f  – вложение и отобра-

жения  ,f 1f  непрерывны. 

Если f  – гомеоморфизм, то множества G  и  Gf  называются го-

меоморфными. 
О п р е д е л е н и е.  Элементарной кривой   называется образ от-

крытого отрезка прямой при топологическом отображении его в про-
странство 3E . 

З а м е ч а н и е.  Элементарную кривую можно представить как 
объект, полученный в результате непрерывной деформации  открытого 
отрезка прямой. 

П р и м е р  1.  Полуокружность без концов есть элементарная кривая. 
Действительно, построим прямую параллельную диаметру полу-

окружности (рисунок 1). Рассмотрим проектиро-
вание точек полуокружности на прямую. Обо-
значим это взаимно однозначное отображение f . 

Отображение gf 1  переводит открытый отре-

зок )(AB  в заданную полуокружность. Легко 

заметить, что g  – непрерывно (так как доста-

точно близкие точки открытого отрезка )(AB  переходят в достаточно 

близкие точки полуокружности). Аналогично, отображение fg 1  явля-

ется непрерывным. Значит, g  – гомеоморфизм. 

З а м е ч а н и е. Окружность не является элементарной кривой (до-
казать самостоятельно). 

В дальнейшем нам потребуются следующие определения. 
О п р е д е л е н и е.  Открытым шаром ( в пространстве 3E  ) с цен-

тром в точке 0M  и радиусом 0r  называется множество точек ,M  отсто-

ящих от точки 
0M  на расстоянии меньшем, чем r .  

Рисунок 1 ‐ Элементарная 

кривая 
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 Обозначается такой шар символом  rMB ,0 . Таким образом, 

 
   rMMEMrMB  030 :, . 

 
О п р е д е л е н и е. Множество 3EA  называется открытым в про-

странстве 3E , если с каждой своей точкой оно содержит и некоторый от-

крытый шар, содержащий эту точку. 
О п р е д е л е н и е. Окрестностью точки M  в пространстве 3E  

называется любое открытое множество, содержащее эту точку. 
О п р е д е л е н и е. Множество F  из 3E  называется связным, если 

не существует двух открытых множеств 1G  и 2G , которые разбивали бы 

множество F  на две непустые части 1F  и 2F , одна из которых принадле-

жала бы только  1G , а другая - только 2G . 

О п р е д е л е н и е. Множество   точек пространства 3E  называет-

ся простой кривой, если это множество обладает свойствами:   – связно  

и для каждой точки M кривой    найдется окрестность  MU  точки M  

такая, что часть кривой  , лежащая в этой окрестности, является элемен-

тарной кривой. 
П р и м е р  2.  Окружность – простая кривая. 
Действительно, первое свойство определения простой кривой прове-

ряется легко. Для проверки второго свойства до-
статочно окружить произвольную точку окруж-
ности достаточно малым открытым шаром (рису-
нок 2): часть окружности, лежащая в этом шаре, 
является дугой без концов. А дуга без концов яв-
ляется элементарной кривой (см. предыдущий 
пример). 

Без доказательства отметим, что всякая 
простая кривая гомеоморфна либо открытому отрезку (в этом случае она 
является и элементарной кривой), либо окружности. 

 

Рисунок 2 – Простая  
кривая 
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О п р е д е л е н и е. Отображение 3: EGf   называется локально 

топологическим, если для любой точки M  из G  существует окрестность 

 MU  этой точки, в которой отображение f  является топологическим. 

О п р е д е л е н и е. Множество   точек пространства 3E  называет-

ся общей кривой, если это множество есть образ простой кривой при ло-
кально топологическом отображении ее в пространстве. 

П р и м е р  3.  Символ бесконечности ∞ – пример общей, но не про-
стой кривой. 

Все рассмотренные выше кривые обладают одним свойством: в до-
статочно малой окрестности каждой своей точки они являются элемен-
тарными. А поскольку дифференциальная геометрия изучает локальные 
свойства кривых, то везде в дальнейшем будем предполагать, что рас-
сматриваемые кривые элементарны. 

 

1.2   Регулярные кривые. Способы аналитического задания кривой 
Рассмотрим произвольную элементарную кривую  . По определе-

нию   является образом открытого отрезка I  прямой. Возьмем произ-

вольную точку M . Пусть она является образом точки It  и пусть M  

имеет координаты zyx ,,  (рисунок 3). Так как M  – образ точки t , то и ее 

координаты – суть некоторые функции параметра t : 

         
 
 
 










tzz
tyy
txx

   , It .                     (1) 

 
Система (1) определяет уравнение 

кривой    в параметрической форме. 

О п р е д е л е н и е. Кривая   назы-

вается регулярной кривой класса kC  
( kk ,1  – целое), если существует параметрическое задание (1) кривой  , 

в котором функции      tztytx ,,  имеют непрерывные производные до k -

го порядка включительно и          0
2/2/2/  tztytx  в каждой точке It .   

Кривые класса 1C  называются гладкими кривыми. 
 

Рисунок 3 ‐ К уравнению кривой  

в параметрической форме 
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Пусть дана элементарная кривая  . Любому It  поставлена в соот-

ветствие точка M , то есть вектор  trOM 
______

. Пусть r  – радиус-вектор 

произвольной точки на кривой  . Тогда  trr   – векторное уравнение 

кривой  . 

Рассмотрим другие способы задания кривой. 
Пусть кривая   задана параметрически-

ми уравнениями (1). Любая точка  zyxM ,,  

этой кривой может быть также определена 
радиус–вектором r (рисунок 4). В силу урав-
нений (1) кривой   имеем 

     ktzjtyitxr                             (2) 

или коротко  trr  , где       tztytxr ,, . 

Уравнение (2) называется векторным 

уравнением кривой  . 

П р и м е р  4.   Найдем векторное 
уравнение прямой l , проходящей через точку 

 0000 ,, zyxM  параллельно вектору p .  

Обозначим  0000 zyxaOM  . Пусть r  – 

радиус–вектор произвольной точки M  пря-
мой l  (рисунок 5). Вектор ar   коллинеарен 

вектору p  и, следовательно, ptar   при 

некотором t . Итак, ptar  – векторное 

уравнение l . 
Остановимся еще на одном способе задания кривой, называемым не-

явным заданием кривой. Сначала ограничимся плоскими кривыми.  
О п р е д е л е н и е. Кривая   называется плоской, если существует 

плоскость, которой принадлежат все точки кривой. 
Примеры плоской кривой - прямая, окружность, эллипс и т.д. Без 

ограничения общности будем предполагать, что плоские кривые лежат в 
плоскости xOy . 

Говорят, что плоская кривая   задана неявно уравнением   0, yxF , 

если координаты ее точек удовлетворяют этому уравнению. Очевидно, 

Рисунок 5 – Прямая, заданная 

вектором и точкой 

Рисунок 4 – К векторному  

уравнению кривой 
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что не любое уравнение   0, yxF  задает некоторую кривую. Например: 

0122  yx . Тем не менее справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а  1.  Обозначим через Г  множество точек плоскости 

xOy , координаты которых удовлетворяют уравнению   0, yxF . Пусть 

функция  yxF ,  имеет непрерывные частные производные до k –го порядка 

включительно и пусть ГM 0
 . Тогда, если в этой точке выполнено нера-

венство     0
2/2/  yx FF , то  найдется ее окрестность  0MU  такая, что все 

принадлежащие ей точки кривой   (т.е. множество   ГMU 0
 ) образуют 

элементарную, регулярную кривую класса kC . 
Аналогичная теорема имеет место и для пространственных кривых. 
Т е о р е м а  2.  Пусть  zyx ,,  и  zyx ,,  – регулярные функции и 

пусть D  - множество точек пространства, удовлетворяющих системе 
уравнений  

 
 







.0,,

,0,,

zyx
zyx


  

Пусть  000 ,, zyx  - такая точка из D , что ранг матрицы 










///

///

zyx

zyx




 в 

этой точке равен 2. Тогда у этой точки  найдётся такая окрестность, что 
часть множества D , лежащая в этой окрестности, является регулярной 
элементарной кривой. 

 

1.3   Элементы векторного анализа 
До сих пор мы рассматривали скалярные функции скалярного аргу-

мента, т.е. функции, определенные на некотором подмножестве R, со зна-
чениями во множестве R . Обобщением таких функций являются вектор-
ные функции скалярного аргумента, которые возникают во многих при-
ложениях физики, математики. 

О п р е д е л е н и е.  Пусть V  – множество точек на прямой, плоско-
сти или в пространстве. Говорят, что на множестве V  задана вектор–функ-

ция, если каждой его точке M  сопоставлен вектор  Mf . 

Если V – множество точек на прямой, то вектор–функция f , задан-

ная на V , является вектор-функцией одного скалярного аргумента: 
 tff  .  
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Правила действий над векторами позволяют ввести операции над 
вектор-функциями: операции сложения, вычитания, умножения вектор–
функции на число, скалярного и векторного умножения. Аналогично на 
вектор-функцию переносятся многие понятия и теоремы для скалярных 
функций скалярного аргумента (предел, непрерывность, производная). 

О п р е д е л е н и е. Векторная функция  tf  имеет пределом вектор 

a  при 0tt  , если   0lim
0




atf
tt

. Обозначение:   atf
tt


 0

lim . 

О п р е д е л е н и е. Векторная функция  tf  непрерывна в точке 0t , 

если     0lim 0
 0




tftf
tt

. 

Для вектор-функций имеют место теоремы о пределах, аналогичные 
теоремам о пределах для скалярных функций. 

Т е о р е м а  3.  Если   atf
tt


 0

lim  и      


tbtg
tttt 00

lim,lim , то 

1)      ,lim
0

batgtf
tt




   2)     ,lim
0

batgtf
tt




 

3)      ,lim
0

batgtf
tt




            4)     .lim
0

atft
tt




  

С л е д с т в и е.  Если      ttgtf  , ,  – функции, непрерывные в точ-

ке 0t , тогда в точке 0t  непрерывны функции    ,tgtf      ,tgtf      ,tgtf   

   .tft  

Для векторной функции, аналогично скалярной функции, вводится 

понятие производной. Пусть дана векторная функция  tf . Если суще-

ствует конечный предел    
h

tfhtf
h

00

0
lim




, то этот предел называют про-

изводной вектор-функции  tf  в точке 0t  и обозначают  0
/ tf .  

Имеет место следующая 
Т е о р е м а  4.  Если функции       ttgtf  , ,  дифференцируемы в 

точке  0t ,  то функции        ,  , tgtftgtf          tfttgtf   ,   дифферен-

цируемы в точке 0t  и имеют место равенства: 

   

    .   ,

,   ,

//////

//////

gfgfgfgfgf

gfgfgffff



 
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Большинство рассматриваемых нами функций будут иметь три ко-

ординаты, т.е.        ktzjtyitxtr  , где kji ,,  – единичные направляю-

щие векторы положительных полуосей (орты). Аналогично векторам век-
тор-функцию скалярного аргумента можно задать в виде: 
       ),,( tztytxtr  . Найдем выражение производной вектор–функции 

       ktzjtyitxtr   через производные ее координат      tztytx ,, . За-

пишем приращение вектор–функции  tr  в точке 0t  

 

             
     .00

000000

ktzttz
jtyttyitxttxtrttr




 

 

Тогда      






 t

trttrtr
t

00

0
0

/ lim  

 
           

     ktzjtyitx

k
t

tzttzj
t

tyttyi
t

txttx
t

0
/

0
/

0
/

000000

0
lim
























  

 

при условии, что производные      0
/

0
/

0
/ ,, tztytx  существуют. Таким 

образом, если         ktzjtyitxtr  , то        ktzjtyitxtr ////   –  вы-

ражение производной вектор–функции через ее координаты. 
П р и м е р  5.   Найти производные от вектор–функций: 
а)   jarctgtictgttr  ,  б)   ktjtietr t   ln2 . 

Р е ш е н и е 
Т.к.        ktzjtyitxtr ////  , то  

а)   j
t

i
t

tr
22

/

1

1

sin

1





 ;   б)  

t
kjietr t   2/ . 

О п р е д е л е н и е.  Производная вектор–функции  tf /  называется 

второй производной функции  tf  и обозначается  tf // . Аналогично 

определяется третья производная     ////// tftf  и т.д. 

О п р е д е л е н и е.  Вектор-функция, имеющая непрерывные про-
изводные до k –го порядка включительно на некотором интервале, назы-
вается k  раз дифференцируемой вектор-функцией на этом интервале. 
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Пусть  tr  – вектор-функция, заданная на интервале  baI , : 

     itxtr     ktzjty  . Тогда если функции      tztytx ,,    непрерывны 

или дифференцируемы, то вектор-функция   tr   соответственно непре-

рывна или дифференцируема. 
Справедливо и обратное утверждение:  если вектор–функция 

     itxtr    ktzjty   непрерывна или дифференцируема, то функции 

 ,tx  ,ty  tz  – соответственно непрерывны или дифференцируемы. 

Как и для скалярных функций, для векторных функций имеет место 
аналог формулы Тейлора. Пусть  функция  tf  регулярная в точке 0t  и в 

некоторой её окрестности, тогда 
 

             httf
n
htfhtfhtfhtf n

n

,
!

...
!2!1 000

//
2

0
/

00  , 

 
где  ht ,0  – бесконечно малая вектор-функция при 0h  

  ).0,lim( 0
0




ht
h


 
 

 

1.4   Касательная к кривой. Теорема о касательной  
гладкой кривой 

 
Пусть   – кривая, M  – точка на ней 

 M  и g  – прямая, проходящая через точку 

M  (рисунок 6). Возьмем на кривой   точку 

P, отличную от .M  Обозначим расстояние от 
точки P  до прямой g  через h  и расстояние 

между  точками P  и M  через PMd  . 

О п р е д е л е н и е.  Прямая g  называ-

ется касательной к кривой   в точке ,M  если  

0lim 
 d

h
MP

 при MP   по кривой  . 

Т е о р е м а  5.  Гладкая кривая   имеет в каждой точке касатель-

ную и притом единственную. Если  trr   – векторное уравнение кривой 

Рисунок 6 – Касательная  

к кривой 
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 , то касательная к кривой   в точке M , соответствующей значению па-

раметра 0t , имеет направление вектора )( 0
/ tr . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведём доказательство в два этапа. На 
первом докажем, что если касательная существует, то она единственная. 
На втором этапе докажем существование касательной. Предположим, что 

касательная g  в точке M , соответствующей значению параметра 0t , су-

ществует. Обозначим через   единичный направляющий вектор каса-

тельной g . Рассмотрим радиус–векторы точек ,M  P:  0trOM  , 

 ttrOP  0  (рисунок 7). Так как OMOPMP  , то для расстояния d  от 

точки P  до точки M выполнено 

   .00 trttrMPd   
Для нахождения расстояния h  от 

точки P до касательной g рассмотрим па-
раллелограмм, построенный на векторах 

MP  и .  Из определения векторного про-
изведения векторов   вытекает, что пло-
щадь этого параллелограмма равна 

. MPS  С другой  стороны, hhS   . Следовательно,  

 MPh     .)( 00  trttr  

По определению касательной  ,0lim 
 d

h
MP   т.е. 

    
    .0lim

00

00

0





 trttr
trttr

t


 

Деля числитель и знаменатель дроби в левой части последнего ра-

венства на t , получим 

   

   
 
 

.0lim
0

/

0
/

00

00

0



















 tr

tr

t
trttr

t
trttr

t



 

Следовательно,   .00
/ tr  Так как по определению гладкой кри-

вой выполнено неравенство          0
2

0
/2

0
/2

0
/  tztytx   и, следователь-

Рисунок 7 – Направление  

касательной к кривой 
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но, 0)( 0
/ tr , то равенство   00

/ tr  возможно только тогда, когда 

вектор   имеет направление вектора  0
/ tr . Таким образом, если касатель-

ная существует, то она имеет направление вектора  0
/ tr  и, следовательно, 

единственна. 
Докажем теперь, используя первый этап, что касательная всегда су-

ществует. Проведем через точку M  прямую с направляющим вектором 

 
 0

/
0

/

tr
tr

 . Тогда выполняется 

      
 

   
   

   
0

0
2

0
/2

0
/

0
/

0
/

0
00

0
/

0
/

00










 trtr

trtr
trttr

tr
trtrttr

d
h

t . 

Теорема доказана. 
 
Зная направление касательной, нетрудно составить её уравнение. 

Рассмотрим следующие случаи. 

1   Пусть кривая   задана векторным уравнением  trr   и точка 

  0tP .  В силу теоремы 5 касательная к кривой   в точке P  имеет 

направляющий вектор  0
/ tr . Отсюда  

   0
/

0 trtrr   

 - уравнение касательной к кривой  в векторной форме. 

2   Пусть кривая   задана в параметрической форме 

 
 
 












.

,

,

tzz
tyy
txx

  

Запишем уравнение касательной кривой в точке   0tM . Уравнение 
прямой в пространстве, проходящей через точку  000 ,, zyx  с направляю-

щим вектором  321 ,, pppp , имеет вид: 
3

0

2

0

1

0

p
zz

p
yy

p
xx 







. Тогда уравнение 

касательной имеет вид: 
 

.
)(

)(

)(

)(

)(

)(

0
/

0

0
/

0

0
/

0

tz
tzz

ty
tyy

tx
txx 





  
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3 Пусть кривая   задана с помощью системы уравнений 

 
 







.0,,

,0,,

zyx
zyx




 

Запишем уравнение касательной к кривой   в точке  000 ,, zyxP , в 

предположении, что ранг матрицы 







///

///

zyx

zyx




 в этой точке равен двум 

и  ,  – регулярные функции. По теореме 2 существует окрестность точ-

ки P, в которой   – регулярная кривая. Тогда кривая   в этой окрестно-

сти допускает параметризацию.  

Пусть 

 
 
 












tzz
tyy
txx

,

,

 – параметризация кривой   в этой окрестности и 

пусть точка P отвечает параметру t . Получим систему равенств 

      
      







.0,,

,0,,

tztytx
tztytx




  

Продифференцируем эти равенства по переменной t : 

                               









.0

,0
//////

//////

tztytx

tztytx

zyx

zyx




                              (3) 

 

Введём обозначения    ,,,  ,,, ////////
zyxzyx     //// ;; ttt zyxr  . 

Тогда   система (3) примет вид 









.0

,0
//

//

r
r




  Так как   регулярная кривая, 

то в выбранной окрестности 0/ r . Кроме того, ранг матрицы 











///

///

zyx

zyx




 равен 2. Поэтому 0,0 //   . Отсюда и из системы (3) 

вытекает, что // r  и // r . Это показывает, что   ///   || r  . Значит, 

 ///  r  при некотором значении 0 . Итак, 
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







 kji

kji
r

yx

yx

xz

xz

zy

zy

zyx

zyx //

//

//

//

//

//

///

////












 ,  

то есть вектор /r  коллинеарен вектору 











//

//

//

//

//

//

;;
yx

yx

xz

xz

zy

zy










. Таким образом, уравнение касательной 

имеет вид:  

//

//
0

//

//
0

//

//
0

yx

yx

xz

xz

zy

zy

zzyyxx

















 

 (все частные производные функций   и   берутся в точке 

 000 ,, zyxP ). 

4 Рассмотрим случай, когда кривая   задана неявно с помощью 

уравнения   0, yx . Нетрудно видеть, что неявное задание плоской 

кривой эквивалентно ее заданию с помощью системы уравнений 
 








.0

,0,

z
yx

  Тогда, используя случай 3 при z , имеем следующее 

уравнение касательной к кривой   в точке  00 , yxP : 

,

01

),(0

10

0),( 00
/

0

00
/

0

yx
yy

yx
xx

xy 





 

или что то же самое   

.
),(),( 00

/
0

00
/

0

yx
yy

yx
xx

xy  





 

Таким образом, уравнение касательной к плоской кривой   в случае 

неявного задания имеет вид 

),(),( 00
/

0

00
/

0

yx
yy

yx
xx

xy  





 

 или  

     0),(),( 00
/

000
/

0  yxyyyxxx yx  . 
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П р и м е р  6. Составить уравнение касательной к кривой  , задан-

ной векторным уравнением  2;;3 32  ttttr , в точке P , отвечающей 

параметру 20 t . 

Р е ш е н и е 

 Так как  1,3,23 2/ ttr    и         1,12,7,4,8,10 0
/

0  trtr , то (см. 

случай 1) уравнение касательной следующее:  4
12

8

7

10





 zyx
. 

П р и м е р  7. Составить уравнение касательной к кривой  , задан-

ной параметрическими уравнениями 













tz
tty
ttx

4

,sin33

,cos33

 

в точке, отвечающей параметру 00 t . 

Р е ш е н и е  
Несложно проверить, что  
           

      .4,6,3

;4,cos33,sin33  ;0,0,3

0
/

0
/

0
/

///
000





tztytx

tzttyttxtztytx
 

Поэтому (см. случай 2) уравнение касательной имеет вид  

463

3 zyx



. 

П р и м е р  8. Составить уравнение касательной в точке  1,1,2P  кри-

вой, заданной системой уравнений 








.1632

,7242 22

zyx
zyyxx  

 
Р е ш е н и е  
Обозначим 

    .1632,, ,7242,, 22  zyxzyxzyyxxzyx   

Точка P , так как   0P  и   0P . Поскольку, как нетрудно 

видеть,  

    ,6;3;2  ;2;2,42,6,22 ////////  zyxzyyxx PyPx   

то уравнение касательной (см. случай 3)  
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//

//
0

//

//
0

//

//
0

yx

yx

xz

xz

zy

zy

zzyyxx
















 ,  

применительно к нашим данным примет вид  

 

32

26
1

26

62
1

63

22
2














 zyx
 

или   
22

1

40

1

6

2 





 zyx
. 

П р и м е р  9. Составить уравнение касательной к эллипсу 
0442 22  yyxx  в точке  0;0O . 

Р е ш е н и е  

Эллипс – плоская кривая. Обозначим  yyxxyx 442),( 22  , так 

что     .40,48;20,22 ////  yyxx yx   Уравнение касательной (см. 

случай 4)  /
0

/
0

xy

yyxx
 





  в наших условиях примет вид   
24 


yx

  или  

02  xy . 

 

2  ЛОКАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА КРИВОЙ 
 

2.1  Соприкасающаяся плоскость кривой 
 
Рассмотрим кривую   и точку 

P . Через P проведём плоскость  . 

На кривой   возьмём точку PQQ , . 

Через h  и d  обозначим расстояние от 
точки Q  до   и точки P соответственно 

(рисунок 8). 
О п р е д е л е н и е. Плоскость   

называется соприкасающейся плоскостью к кривой   в точке P , если 

0lim
2


 d
h

PQ .  

Имеет место следующая 

Рисунок 8 – Соприкасающаяся плоскость 

кривой 
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Т е о р е м а  6.   Регулярная (по крайней мере дважды непрерывно 
дифференцируемая) кривая   в каждой точке имеет соприкасающуюся 

плоскость. При этом соприкасающаяся плоскость либо единственная, ли-
бо любая плоскость, содержащая касательную к кривой  , является со-

прикасающейся плоскостью. Если  trr   – векторное уравнение кривой 

 , то соприкасающаяся плоскость в точке  0tP  параллельна векторам 

 0

/ tr  и   0

// tr . 

 
Д о к а з а т е л ь с т в о 

1  Предположим, что соприкасаю-
щаяся плоскость в точке  0tP  существует. 

Пусть  ltQ 0
 – произвольная точка кри-

вой  . Определим значения d  и h . Оче-

видно, что  PQd   OPOQ  

   .00 trltr   Обозначим через n  

единичный вектор нормали соприкасающейся плоскости   (рисунок 9). 

Учитывая, что  PQprh n  nPQ   и 1n , получим 

     . 00 ntrltrh    Из формулы Тейлора для векторной функции 

 tr   имеем два разложения: 

          lttrltrltrltr ,
!2 010

//
2

0
/

00  , 

 

        lttrltrltr ,020
/

00  . 

Используем эти разложения для нахождения  :
2d

h  

    
   





 2

00

00
2 trltr

ntrltr
d
h

 

      

    














2

020
/

010
//

2

0
/

,

,
!2

lttrl

nlttrltrl





 

   

   
.  

,

2
,

2
)(

2

020
/

010
//

0
/

lttr

nltntr
l

ntr















  

Рисунок 9 – Направление 
соприкасающейся плоскости 
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Отсюда в силу того, что       0,lim,0,lim,0lim 02
0

01
020




ltlt
d
h

lll
 , 

и в силу неравенства   00

/ tr , вытекающего из регулярности кривой   , 

следуют равенства   00
/ ntr  и   00

// ntr . Это означает, что если сопри-

касающаяся плоскость существует, то она параллельна векторам  0

/ tr  и 

 0

// tr . Соприкасающаяся плоскость будет единственной, если вектора 

 0

/ tr  и  0
// tr  не параллельны. Если векторы  0

/ tr  и  0
// tr  параллельны 

(или   00

// tr ), то любая плоскость, проведенная через касательную к 

кривой, будет соприкасающейся плоскостью. 
2  Докажем существование соприкасающейся плоскости. Для этого 

через точку  0tP  проведём плоскость  , параллельную векторам  0

/ tr  и 

 0

// tr  (при этом считается, что нулевой вектор параллелен любой плоско-

сти). Тогда   00

/ ntr  и   00

// ntr , где n  – единичный вектор нормали 

плоскости  . Используя для отношения 
2d

h  выражение из первой части до-

казательства теоремы и равенства    00

/  ntr  и   00

//  ntr ,  получим  

 

   
.0

,

2
,

limlim 2

020
/

01

020







 lttr

nlt

d
h

ll 



 

Это означает, что   – соприкасающаяся плоскость. Теорема доказана. 

Составим уравнение соприкасающейся плоскости. Пусть  trr   – 

векторное уравнение кривой   и точка   0tP . Пусть также  0
/ tr  и 

 0
// tr  – не параллельны. Пусть p  – радиус-вектор произвольной точки 

соприкасающейся плоскости. Тогда векторы      0
//

0
/

0 ,, trtrtrp   – ком-

планарны. Это означает, что их смешанное произведение равно нулю. От-
сюда векторное уравнение соприкасающейся плоскости имеет вид 

         00
//

0
/

0  trtrtrp . 

Если  кривая   задана параметрическими уравнениями 

    , txx   ,tyy    ,tzz   то векторное уравнение соприкасающейся 

плоскости можно записать в виде 
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     
     
     

.0

0
//

0
//

0
//

0
/

0
/

0
/

000




tztytx
tztytx
tzztyytxx

 

Каждая прямая, проходящая через точку P  кривой перпендикулярно 
касательной кривой в этой точке, называется нормалью кривой в точке P . 
Среди этих нормалей в случае, когда соприкасающаяся плоскость един-
ственная, выделяют две: главную нормаль – нормаль, лежащую в сопри-
касающейся плоскости, и бинормаль – нормаль, перпендикулярную со-
прикасающейся плоскости. 

Пусть  trr   – векторное уравнение кривой   и точка   0tP , в 

которой соприкасающаяся плоскость единственная.  Тогда можно опреде-
лить направляющие векторы бинормали и главной нормали. Пусть 1a  – 

направляющий вектор бинормали, 2a  – главной нормали. Из определения 

бинормали и главной нормали вытекает, что можно положить 
 
    0

//
0

/
1 trtra    и          0

/
10

/
0

//
0

/
2 tratrtrtra  . 

 
П р и м е р  10. Составить уравнение соприкасающейся плоскости к 

винтовой линии  tztytx 4,sin3,cos3  в точке, отвечающей пара-

метру 0t . В случае единственности соприкасающейся плоскости, со-

ставить уравнение главной нормали и бинормали кривой в этой точке. 
Р е ш е н и е 
По условию )4,sin3,cos3(  tttr - векторное уравнение винтовой 

линии. 
Тогда 

).0,sin3,cos3()(  ),4,cos3,sin3()(  ),4,sin3,cos3()( /// tttrtttrttttr    
Отсюда  

)0,0,3()(  ),4,3,0()(  ),5,0,3()( 0
//

0
/

0  trtrtr   

и уравнение соприкасающейся плоскости примет вид  
 

0

003

430

53


 zyx

 

или, после раскрытия определителя,  .01534  zy  
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Найдем направляющие векторы бинормали и главной нормали:  

         .0,0,75   ,9,12,0 0
/

120
//

0
/

1  traatrtra  

Таким образом, уравнение бинормали:  

,
9

5

120

3 


 zyx
 

уравнение   главной нормали:  

0

5

075

3 


 zyx . 

 

2.2  Длина дуги кривой. Естественная параметризация кривой 
Рассмотрим элементарную кривую  , которая является образом не-

которого открытого отрезка  ba,  при топологическом отображении f .  

Отрезком кривой   назовем ее часть, являющуюся образом (при 

отображении f ) замкнутого отрезка, лежащего внутри  ba, . Обозначим 

через )(~ dtc   отрезок кривой  , являющийся образом замкнутого от-

резка  dc, .  

Разобьем отрезок  dc,  на части точками  ....10 dtttc n   От-

метим на 

)(~ dtc   точки ,,,, 10 nMMM   отвечающие этому разбиению, и по-

строим ломаную линию ,10 nMMM   вписанную в отрезок ~ .  

О п р е д е л е н и е. Длиной отрезка )(~ dtc   кривой   назовем 

предел длин ломаных nMMM 10   при неограниченном уменьшении 

наибольшей из длин частей разбиения  отрезка  dc, , если этот предел су-

ществует и не зависит от способа разбиения отрезка  dc,  на части. 

Справедлива следующая 
Т е о р е м а  7. Любой отрезок гладкой кривой имеет определённую 

длину. Если  trr   – векторное уравнение кривой  , то длина отрезка 

)(~ dtc   равна  dttr
d

c
 / . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о 
Рассмотрим ломаную, вписанную в отре-

зок )(~ dtc  , вершины которой отвечают точ-

кам nttt ,...,, 10  отрезка  dc, . Длина этой ломаной 

равна сумме    



n

i
ii trtr

1
1

 (рисунок 10). Преоб-

разуем эту сумму: 
 

          

       .1
1

/

1
1

/
1

1

//

1
1



































ii

n

i
i

n

i
ii

d

c
ii

n

i
i

d

c

n

i
ii

tttrtrtr

dttrtttrdttrtrtr

 

Из определения интеграла вытекает, что слагаемое, стоящее в круг-
лых скобках последнего равенства, стремится к нулю при    .01

,1
  iini

ttmaх   

Слагаемое в фигурных скобках равно разности      





n

i

t

t
i

n

i

t

t

i

i

i

i

dttrdttr
1

/

1

/

11

, 

которая по абсолютной величине не превосходит величины   

    





n

i

t

t
i

i

i

dttrtr
1

//

1

.  Действительно, в силу неравенства треугольни-

ка baba   и вытекающих из него неравенств baba     и 

 








dttadtta )(  )(  имеем  

                







n

i
iiiiiii

n

i
i

n

i
ii tttrtrtrtttrtrtr

1
1

/
11

1

/

1
1  

              





 
n

i
iiiii

n

i
iiiii tttrtrtrtttrtrtr

1
1

/
1

1
1

/
1

             .
1

//

1

//

1

//

1111

  
 


n

i

t

t
i

n

i

t

t
i

n

i

t

t
i

t

t

i

i

i

i

i

i

i

i

dttrtrdttrtrdttrdttr  

Так как )(/ tr  – непрерывная, а значит, и равномерно непрерывная на 

 dc,  функция, то       itrtr // , где   0  при условии, что 

Рисунок 10 – Длина  

ломаной 
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  0max 1
,1

 


iini
tt . Таким образом, слагаемое, стоящее в фигурных скоб-

ках, есть бесконечно малая величина при    01
,1

  iini
ttma х .  

Итак, мы доказали, что длина ломаной    



n

i
ii trtr

1
1  сходится к 

интегралу  
d

c

dttr /  при   01
,1

  iini
ttma х . Теорема доказана. 

 

Естественная параметризация кривой 
 

Рассмотрим кривую  :  trr    bat , . Зафиксируем некоторое 

 bat ,0  . Обозначим через    
t

t

dyyrts
0

/ . Геометрический смысл  ts :  ts  

при 0tt   выражает длину отрезка )(~
0 tht    кривой ,  при 0tt   величи-

на  ts)1(  выражает длину отрезка )(~
0tht  . Функция  ts  – монотонно 

возрастает, так как     0//  trts . Таким образом, функцию  ts  можно 

рассматривать в качестве параметра на кривой. Такой параметр называет-
ся натуральным. Параметризация кривой  srr   с помощью натурального 

параметра s  называется естественной параметризацией. 

В случае естественной параметризации  srr   выполняется   1/ sr . 

Действительно: 

 
 

/

/

/

/// 11

t

t

t
tt r

r
r

r

dt
dsr

ds
dt

dt
rd

ds
rdsr 

.  

Отсюда   1/ sr . 

Приведем формулы для длины отрезка регулярной кривой для раз-
личных случаев задания кривой.  Для удобства обозначим длину отрезка 

)(~ dtc    кривой     через ).,( dcl      

1  Кривая задана уравнениями ).(),(),( tzztyytxx   Тогда  

        .)()()(),(
2

1

2

1

2/2/2//
21  

t

t

t

t

dttztytxdttrttl
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2  Кривая задана уравнениями ).(),( xzzxyy   Такое задание экви-

валентно заданию кривой уравнениями ).(),(, tzztyytx   Поэтому в 

силу предыдущей формулы для длины отрезка кривой получим  

    .)()(1),(
2

1

2/2/
21  

x

x

dxxzxyxxl  

П р и м е р  11. Найти длину отрезка )2/0(~   t  дуги астроиды 

.sin2,cos2 33 tytx   

Р е ш е н и е 

 

.3
2

sin
6sincos6

cossin36sincos36)2,0(

2/

0

22/

0

2/

0

2424
2/

0

2/2/
2/

0

/














ttdtt

dtttttdtyxdttrl

 

 

2.3   Кривизна кривой. Кручение кривой 
 

Пусть P  – произвольная точка регу-
лярной кривой  , Q  – точка, близкая к 

точке )(  QP . Обозначим через   угол 

между касательными к кривой в точках P  
и Q , через s  – длину дуги отрезка PQ 

кривой (рисунок 11). 
 

О п р е д е л е н и е.  Предел 
sPQ 





lim , если он существует, будем 

называть кривизной кривой    в точке P  и обозначать символом 1k . 

Имеет место следующая 
Т е о р е м а  8.  Регулярная (дважды непрерывно дифференцируе-

мая) кривая в каждой своей точке P  имеет определённую кривизну 1k . 

Если  srr   - её естественная параметризация и точка P отвечает пара-

метру 0s , то  0
//

1 srk  . 

Рисунок 11 – Кривизна кривой 
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Д о к а з а т е л ь с т в о 
Пусть точкам P  и Q  кривой   соответствуют значения параметра 

0s  и ss 0 . Единичные векторы касательных в 

точках P  и Q  обозначим  0s  и  ss 0 . Тогда 

угол   равен углу между векторами  0s  и 

 ss 0  (рисунок 12). Так как векторы  0s  и 

 ss 0  единичные, то     
2

sin200

 
 sss . 

Отсюда 

   
.

2

2
sin

2
sin2

00

sss
sss
















 




  

В силу естественной параметризации кривой   выполняется 

   0
/

0 srs   и     ssrss  0
/

0 . Следовательно,  

   
.

2

2
sin

0
/

0
/

ss
srssr












 




 

Переходя к пределу при 0s  в левой и правой части этого равен-

ства, получим   10
// ksr  , так как 0  при 0s . Теорема доказана. 

Найдём выражение кривизны кривой 1k  в случае произвольной па-

раметризации кривой. Пусть  trr   – векторное уравнение кривой  . 

Вспоминая, что     
t

t
dyyrts

0

/   и, следовательно,    trtr
dt
ds 2//  , мы 

из равенств  dt
ds

ds
rd

dt
rdr /

   получим  
 2/

/

r

r
ds
rd
 .  

Продифференцируем последнее равенство по переменной t . Получим 

   
 

   
 
 

3
2/

////

2/

//

2/

2/

///
/2///

2

2
















r

rrr

r

r

r

r

rr
rrr

dt
ds

ds
rd

.   

Возведём в квадрат последнее равенство: 

Рисунок 12 – Угол между 

векторами 
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 
 

 
  

   
  

     
   .

2
22/

2///2/2//

32/

2///2/

22/

2///

2/

2//22

2

2

r

rrrr

r

rrr

r

rr
r
r

dt
ds

ds
rd 
























 

Отсюда, в силу равенства  tr
dt
ds 2/ , получим  

     
   .32/

2///2/2//2

2

2

r

rrrr
ds

rd 









 

Поскольку для произвольных векторов a   и b  выполняется 

ba ,cosba  sinbaba  , а  следовательно, 

и   2222 bababa  , то 2
1k

  .32/

2///

r

rr 
 После извлечения из обеих ча-

стей последнего равенства квадратного корня получим 

.3/

///

1
r

rr
k


  

Получили формулу для вычисления кривизны кривой в случае про-
извольной параметризации. Из этой формулы, в частности, вытекает, что 
кривизна плоской кривой, заданной параметрическими уравнениями 

 ),(txx   ),(tyy   может быть вычислена по формуле 

    
,

2
3

2/2/

//////

1

yx

yxyx
k






 
а кривизна плоской кривой, заданной уравнением ),(xyy   – по формуле 

  
.

1 2
3

2/

//

1

y

y
k


  

Пользуясь этими формулами, несложно показать, что в каждой точке 

окружности радиуса R  кривизна равна 1R , а в каждой точке прямой кри-
визна равна нулю. Справедливо и следующее: если в каждой точке плос-
кой кривой кривизна равна некоторой положительной константе a , то эта 

кривая – дуга окружности радиуса 1a , а если в каждой точке кривой кри-
визна равна нулю, то эта кривая является либо прямой, либо открытым 
отрезком прямой.  
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Обратимся вновь к естественной параметризации   srr   кривой  . 

Пусть в некоторой точке  0sP  кривой   кривизна 1k  отлична от ну-

ля. Рассмотрим вектор  0
//

1

1 sr
k

v  . Вектор v  обладает следующими свой-

ствами: 1v , v , v  параллелен соприкасающейся плоскости. Первое 

и третье свойства вытекают из теорем 8 и 6 соответственно. Для доказа-

тельства второго свойства воспользуемся очевидным равенством 12   
( - единичный вектор касательной к кривой в точке P). Дифференцируя 

это равенство, получим 0/   или (так как vkr 1
///  ) равенство 

01  kv . Последнее и доказывает второе свойство.  

Из свойств вектора v  следует, что v  – единичный вектор главной 
нормали кривой в точке P . Не составляет труда заметить, что v  – 

единичный вектор бинормали кривой в точке P . 
 

Кручение кривой 

Пусть P  – произвольная точка кривой   и Q  – точка кривой, близкая 

к .P  Угол между соприкасающимися плоскостями кривой в точках P  и Q  

обозначим  , s  – длина отрезка PQ кривой   (рисунок 13). 

О п р е д е л е н и е. Под абсолютным 

кручением 2k  кривой   в точке P  понимают  

предел sPQ 





lim . 

Т е о р е м а  9.  Регулярная (трижды 
непрерывно дифференцируемая) кривая   в 

каждой точке, где кривизна отлична от нуля, 
имеет вполне определённое абсолютное кру-

чение 2k . Если  srr   – её естественная параметризация, то  

.
,,

2
1

//////

2 k
rrr

k sss  

 

Рисунок 13 – Абсолютное  

кручение 
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Д о к а з а т е л ь с т в о 
 

Пусть в точке  0sP  кривизна отлична от нуля. По непрерывности 

кривизна отлична от нуля и в некоторых точках кривой, близких к  точке 
P . Пусть Q  – одна из таких точек. В любой точке кривой, где кривизна от-

лична от нуля, векторы  sr /  и  sr //  отличны от нуля и не параллельны. 

Поэтому в точках P  и Q  существуют вполне определённые соприкасаю-

щиеся плоскости. Пусть  0s  и  ss 0  - единичные векторы бинорма-

лей в точках P  и Q  соответственно. Тогда   есть угол между векторами 

 0s  и  ss 0 . Так как векторы  0s  и  ss 0  единичные и образуют 

угол  , то справедливо следующее равенство:  

   
.

2

2
sin

2
sin2

00

sss
sss

















 



  

Переходя в крайних членах этого равенства к пределу при 0s , 

получим   20
/ ks  ,  поскольку  0  при 0s . 

Рассмотрим свойства вектора ./
         

1 ./    Действительно, дифференцируя равенство ,12   полу-

чим 02 /   . Следовательно, ./     

2   / . Действительно, так как v  , то  

  //// vvv   . 

Поскольку //||rv  и /// r , то // v  . Следовательно,  / . 

Из этих свойств вытекает, что  ,||/ v  а так как v  - единичный вектор, то и 

 vk  //
2  . 

Отсюда, так как 
1

//

k
r

v   и 
1

///

k
rr 

 , получим 

 
2

1

//////

/
2

,,

k
rrr

vk   . 

Теорема доказана. 
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Определим кручение кривой. Из параллельности векторов /  и v  

следует, что при движении по кривой в сторону возрастающих s  соприка-
сающаяся плоскость поворачивается около касательной кривой. 

Кручение кривой будем брать со знаком +, если вращение соприка-
сающейся плоскости происходит в направлении от   к v  и со знаком –, 

если вращение происходит от v  к  . Определив так кручение кривой, 

получим vk  /
2   или что то же самое 

 
.

,,
  2

1

//////

2 k
rrr

k   

Найдём выражение кручения кривой 2k
 в случае произвольной па-

раметризации кривой. Пусть  trr   – векторное уравнение кривой  . 

Выражая производные 3

3

2

2

 , ,
ds

rd
ds

rd
ds
rd

, входящие в формулу для  2k , а так-

же используя ранее найденное представление для 1k  в  случае произволь-

ной параметризации, несложно получить формулу  

 
  ,

,,
2///

//////

2
rr

rrr
k


  

выражающую кручение 2k  в случае произвольной регулярной параметри-

зации   trr   кривой  . 

П р и м е р  12. Определим кривизну и кручение винтовой линии 
,cos tax  tay sin ,  0   ,  abtz  в произвольной точке .t  

Р е ш е н и е  

 

Так как 

           ,0,cos,sin   ,0,sin,cos   ,,cos,sin ////// tatatrtatatrbtatatr   то 

 





0sincos

cossin)()(     ,)( ///222/

tata
btata
kji

trtrbatr  

 

 .)()(  , cos sin 2222///2 baatrtrkajtabitab   
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Также 

  .

0cossin

0sincos

cossin

)(),(),( 2////// ba
tata
taa

btata
trtrtr 







 Отсюда получаем  

     ,
)(

)()(
)(

222322

22

3/

///

1
ba

a
ba

baa

tr

trtr
tk










  

 
    .

)()(

)(),(),(
)( 

22222

2

2///

//////

2 ba
b

baa
ba

trtr

trtrtr
tk











          

Таким образом, кривизна и кручение у винтовой линии постоянны.  
Найдём все кривые, у которых в каждой точке кручение равно нулю. 

Имеем vk  /
2  . Поскольку 0/   и 0/  , то 0/   и, следователь-

но, 0   – постоянный вектор. Так как   , то и 00
/ r . Интегрируя 

обе части последнего равенства по промежутку  ss ,0 , получим 

     000  srsr , т.е. все отрезки, соединяющие различные точки кри-

вой, лежат в одной плоскости. А это значит, что и вся кривая лежит в этой 
плоскости.  

Обратное так же верно: у плоской кривой кручение в каждой точке 
равно нулю. 

 

2.4   Формулы Френе. Натуральные уравнения кривой 
Пусть  s  - натуральный параметр и  srr   – естественная парамет-

ризация кривой. Производные векторов )( ),( ),( ssvs    выражаются через 

эти же векторы и значения кривизны )(1 sk  и кручения )(2 sk  кривой по 

формулам Френе: 

.         

,       

,          

2
/

21
/

1
/

vk
kkv

vk













 

Первая формула вытекает из определения вектора  0
//

1

1
   : sr

k
vv  , 

а также из равенства  
/r . Для установления третьей формулы Френе 
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напомним, что  ,||/ v  а vk  /
2  . Для получения второй формулы про-

дифференцируем равенство    v : 

  ).( 2112
////  kkvkvkv   

Кривизна )(1 sk  и кручение )(2 sk  описывают кривую в некотором 

смысле единственным образом.  
Имеет место следующая 

Т е о р е м а  10.  Пусть 0)(1 sk  и )(2 sk  - любые регулярные 

функции. Тогда существует единственная, с точностью до положения в 

пространстве, кривая, для которой 
)(1 sk , )(2 sk  являются соответственно 

кривизной и кручением в точке, отвечающей дуге .s   
Оставляя теорему без доказательства, отметим только, что оно осно-

вано на рассмотрении формул Френе, как системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений относительно неизвестных функций 

)( ),( ),( ssvs  .  

О п р е д е л е н и е.  Систему равенств  

)(  ),( 2211 skkskk   

называют натуральными уравнениями кривой.  
Согласно предыдущей теореме кривая определяется натуральными 

уравнениями однозначно с точностью до положения в пространстве. 

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
1  Найдите функцию )(  , зная, что это уравнение в полярных 

координатах на плоскости определяет прямую линию.  

Ответ: .
sincos 


ba

c


  

2 Найдите кривую, задаваемую уравнением   ,  ,  ttrr  если 

atr )(// , где a - постоянный ненулевой вектор.  

Ответ: .
2 21

2

ctctar   

3   Написать уравнение касательной к линии:  

   
2

sin4,cos1,sin 
taztayttax      в точке 

2


t . 
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Ответ:  .
2

222
a

az
a

ay
a

aax 








 

4   Составить уравнение касательной в точке  1,0,0  к кривой, задан-

ной уравнениями 

. 
1

22

222









xyx
zyx

 

Ответ:  .
0

1

20







zyx  

5   Дана плоская кривая 13222  yxyx . Написать уравнение каса-

тельной к кривой в точке  1,1 . 

Ответ: 034  yx  

6   Дана кривая 0 ,;,sin,cos  cactztaytax . Написать уравне-

ние касательной и соприкасающейся плоскости к кривой в точке  . 2
M  

Ответ: .0
2

   ;2
0













caazcx
c

czay
a

x  

7   Дана кривая  , заданная уравнением 

),(cos100 tex t  ),(cossin 2100 tty   .1z  

Написать уравнение соприкасающейся плоскости в точке  eM . 

Ответ: 1z . 
8   Составить уравнение бинормали и главной нормали линии 











2
,

3
,

4

234 tttr  

в  точке 1t . 

Ответ: 
1
2

1

2
3

1

1
4

1











 zyx
,    

3
2

1

0
3

1

3
4

1









 zyx
 

9   Составить уравнение касательной, соприкасающейся плоскости, 
бинормали, главной нормали линии  teztbytax  ,sin,cos  в точке 0t . 

Ответ: уравнение касательной: 1
0


 z

b
yax ; уравнение соприкаса-

ющейся плоскости: 02  ababzaybx ;  уравнение бинормали: 

ab
z

a
y

b
ax 1





 ; уравнение главной нормали .

1
22 b

z
b

y
aba
ax 






  
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10   Дана кривая, заданная уравнением: 1,sin,cos  ztRytRx . 

Найти длину отрезка MN  кривой, если    NM ,0 . 

Ответ: R . 
11  Найти длину дуги винтовой линии )4 ,sin3 ,cos3( attatar   от 

точки ее пересечения с плоскостью xOy до произвольной точки ).(tM  

Ответ: .5at  

12  Найти кривизну линии  .,ln,2 2tttr    

Ответ:  
  .

21

2
22t

t


 

13  Докажите, что если кривая в 2R  задана в полярных координатах 
уравнением )(  , то ее кривизна вычисляется по формуле 

 
   .

2

2/32/2

//2/2

1








k  

Указание: перейти к параметрическим уравнениям кривой: 
.sin)(,cos)(   yx  

14   Найдите кривизну кардиоиды  .cos1   a   

Ответ: 
)2/cos(4

3
1 a

k  . 

15   Найти кривизну и кручение кривой .  ,ln2 ,
t
cztcyctx    

Ответ:  22

2

21
1

2




tc
tkk . 

16  Найдите кривизну и кручение конической винтовой линии 

atzttyttx  ,sin,cos  в начале координат. 

 

Ответ:  .12

3
  ,

1

2
2221 





a

ak
a

k  

  17   Найти кривизну и кручение линии .3,3,3 323 ttztyttx    

 Ответ:   .
13

1
  2221




t
kk  
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3  ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
 

3.1   Общее понятие поверхности.  
Элементарная, простая, общая поверхность 

 
О п р е д е л е н и е.  Элементарной областью на плоскости называ-

ется часть плоскости, гомеоморфную открытому кругу плоскости. 
Пусть   – простая замкнутая кривая на плоскости. Известна теорема 

Жордана о том, что простая замкнутая кривая разбивает плоскость на две 
области и является границей для каждой из этих областей. Одна из этих 
областей конечна, другая – бесконечна. Оказывается, что конечная часть 
гомеоморфна кругу. Таким образом, внутренность любого многоугольни-
ка это элементарная область. 

О п р е д е л е н и е.  Множество   точек пространства называется 
элементарной поверхностью, если   является образом элементарной об-
ласти на плоскости при топологическом отображении ее в пространство. 

П р и м е р  13. Полусфера без окаймляющей ее окружности – эле-
ментарная поверхность. 

Действительно. Рассмотрим плоскость, параллельную плоскости, 
содержащей окаймляющую окружность. Пусть g  – проектирование точек 

сферы на выбранную плоскость. При этом отображении полусфера без 
границ перейдет в круг без границы. Не составляет труда заметить, что 

1 gf  – топологическое отображение. 

О п р е д е л е н и е.  Множество   точек пространства называется 
простой поверхностью, если множество   связно и каждая точка из   
имеет пространственную окрестность такую, что часть множества , со-

держащаяся в этой окрестности, является элементарной поверхностью. 
П р и м е р  14.  Сфера – простая поверхность. 
О п р е д е л е н и е.  Множество   точек пространства называется 

общей поверхностью, если оно является образом простой поверхности при 
локально топологическом отображении ее в пространство. 

Из определения общей и простой поверхностей следует, что у каж-
дой точки рассматриваемой поверхности существует пространственная 
окрестность такая, что часть поверхности, содержащаяся в этой окрестно-
сти, является элементарной поверхностью. 
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Таким образом, при изучении локальных характеристик поверхности 
можно всегда предполагать, что данная поверхность является элементар-
ной. 

 
3.2   Регулярные поверхности. Способы задания поверхности 
Рассмотрим некоторую элементарную поверхность  , которая яв-

ляется образом некоторой элементарной области G . Введем на плоскости, 
содержащей G , систему координат 
Ouv  и введем прямоугольную де-
картовую систему координат Oxyz  

в пространстве. 
Рассмотрим произвольную 

точку M  zyx ,,  поверхности  . 

Точка M , как точка поверхности 
 , является образом некоторой 
точки   Gvu ,  (рисунок 14). Та-

ким образом, текущие координаты точек поверхности являются функция-
ми переменных vu, :                                           

                     

 
 
 

  .,       ,

,

,

,

3

2

1

Gvu
vufz
vufy
vufx














                                                  (4) 

Система (4) называется  уравнениями поверхности   в параметри-
ческой  форме, u   и v - криволинейными координатами на поверхности. 
Систему (4) можно переписать в эквивалентной форме 

        ,,  ,,,, 321 Gvukvufjvufivufr   

где kji ,,  – орты полуосей rOzOyOx ,,,  – радиус-вектор точки M . 

Уравнение вида     Gvuvurr  ,,,  называется уравнением поверхно-

сти   в векторной форме. 
О п р е д е л е н и е.  Регулярной (k  раз непрерывно дифференциру-

емой) поверхностью называется поверхность, допускающая параметриза-
цию вида (4), где      vufvufvuf ,,,,, 321  – регулярные (k  раз непрерывно 

дифференцируемые) функции переменных u  и v  и ранг матрицы 

Рисунок 14 – Параметрические  
уравнения поверхности 
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     
      









/

3

/

2

/

1

/
3

/
2

/
1

vvv

uuu

fff
fff  равен 2 в каждой точке поверхности (т.е. для всех 

  Gvu , ). При 1k  поверхность называется гладкой. 

З а м е ч а н и е. В случае задания поверхности векторным уравне-

нием  vurr , , последнее равенство эквивалентно условию 0//  vu rr . 

Мы будем говорить, что поверхность   задана неявно уравнением 

  0,, zyxF , выражая этим только то, что координаты точек поверхности 

удовлетворяют данному уравнению. При  этом могут существовать точки 
пространства, удовлетворяющие данному уравнению и не принадлежащие 
поверхности  .  

Т е о р е м а  11.  Пусть  zyxF ,,  - регулярная функция переменных 

zyx ,, . Пусть   – множество точек пространства, удовлетворяющих 

уравнению   0,, zyxF ,  и точка Ф),,( 000 zyxM , в которой 

      0
2/2/2/  zyx FFF . Тогда у точки ),,( 000 zyxM  есть окрестность такая, что 

все точки множества ,  принадлежащие этой окрестности, образуют ре-

гулярную элементарную поверхность. 
 

3.3   Касательная плоскость поверхности 
Рассмотрим некоторую поверхность   и точку P . Через точку P 

проведем плоскость  . Пусть PQQ  , . Через h  и d  обозначим рассто-

яния от точки Q  до плоскости   и точки P соответственно (рисунок 15). 

О п р е д е л е н и е.  Плоскость   
называется касательной плоскостью по-

верхности   в точке P, если 0lim 
 d

h
PQ

. 

Т е о р е м а  12.  Гладкая поверх-

ность в каждой точке имеет вполне 
определенную касательную плоскость. 
Если  vurr ,  – векторное уравнение 

поверхности, то касательная плоскость к поверхности в точке  00 ,vuP   па-

раллельна векторам    00
/

00
/ ,,, vurvur vu . 

 
 

Рисунок 15 – Касательная плоскость 

поверхности 
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Д о к а з а т е л ь с т в о 
Доказательство проведем в 2 этапа: 
1  Предположим, что касательная плоскость в точке   00 ,vuP  суще-

ствует. Рассмотрим точку    vvuuQ 00 , . Пусть n  – единичный 

вектор нормали касательной плоскости. Тогда 

   0000 ,, vurvvuurd  , а также 

     nvurvvuurh  0000 ,, . Отсюда и из определения касатель-

ной плоскости вытекает 

    
    0

,,

,,

0000

0000 





vurvvuur
nvurvvuur

d
h  при 0  ,0  vu . 

Так как 0u  и 0v  независимо друг от друга, то, положив 
0v , при 0u  получим 

   

   
 

 00
/

00
/

0000

0000

,

,

,,

,,

vur

nvur

u
vurvuur

n
u

vurvuur

d
h

u

u 











. 

Следовательно,  

 

 
0

,

,
limlim

00
/

00
/

0





 vur

nvur

d
h

u

u

uPQ
. 

В силу регулярности поверхности 0/ ur , значит,   0, 00
/ nvuru . 

Это показывает, что nru / . 

Аналогично доказывается, что nrv / . Таким образом, если каса-

тельная плоскость существует, то она параллельна векторам // , vu rr  и, зна-

чит, единственна (поскольку, в силу регулярности поверхности  , векто-

ры /
ur  и /

vr  неколлинеарные). 

2  Докажем существование касательной плоскости. Для этого через 

точку  00 ,vuP  проведем плоскость  , параллельную векторам  00
/ ,vuru  и 

 ., 00
/ vurv  Пусть n  – единичный вектор нормали плоскости  . Тогда  

    
    0

,,

,,

0000

0000 





vurvvuur
nvurvvuur

d
h

. 

По формуле Тейлора для вектор–функции двух аргументов 
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          vvuruvurvurvvuur vu 00
/

00
/

0000 ,,,,  

22 vu  , 

где 0lim
0
0






v
u

. Используя это разложение, получим 

     







22//

22//

vuvrur

vunvnrunr

d
h

vu

vu




 



















22

/

22

/

vu
vr

vu
ur

n

vu

 

(так как nru /  и nrv / ). 

Для доказательства того, что 0lim 
 d

h
PQ

, достаточно показать, что 

0
22

/

22

/ 








 c

vu
vr

vu
ur vu . 

Докажем это неравенство. Так как 

,1
2

22

2

22
























vu

v
vu

u  

то выполняется хотя бы одно из неравенств 

2

1
22





vu
u  или 

2

1
22





vu
v . 

Пусть 
2

1
22





vu
u . Пусть вектор 1e  такой, что 1 , 11

/  eerv   и 

1e  не ортогонален  /
ur ; обозначим через     угол между векторами 1e  и  /ur  

)0(cos  . Тогда выполняется  











22

/

22

/

vu
vr

vu
ur vu 
















 122

/

22

/ e
vu

vr
vu

ur vu  

  





221
/

vu
ueru 0

2

1
cos 1

/  cru   . 
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Аналогично, если 
2

1
22






vu
v

, то выберем вектор 2e  такой, что 

,2
/ eru   12 e  и 2e  не ортогонален 

/
vr . Обозначая через    угол между 

векторами 2e  и )0(cos  / vr , имеем 

0
2

1
cos 2

/

22

/

22

/ 








 cr
vu

vr
vu

ur vvu  . 

Отсюда 

  0,min 2122

/

22

/ 








 ccc

vu
vr

vu
ur vu . 

Таким образом, 0lim 
 d

h
PQ

. Теорема доказана. 

О п р е д е л е н и е.  Нормалью поверхности   в точке P  называет-

ся прямая, проходящая через точку P  перпендикулярно касательной 
плоскости в этой точке. 

Выведем уравнение касательной 
плоскости для различных случаев зада-
ния поверхности. 

1  Пусть поверхность   задана 
векторным уравнением  vurr ,  и 

  00 ,vuP . Пусть r  -  радиус-вектор те-

кущей точки касательной плоскости   
(рисунок 16). В силу доказанной теоремы 

12  векторы  ,, 00 vurr     ,, 00
/ vuru   00

/ ,vurv    компланарны. Следовательно, 

       0,,,,, 00
/

00
/

00  vurvurvurr vu  .                             (5) 

(5) – векторное уравнение касательной плоскости. 
2  Пусть поверхность   задана параметрически: 

 
 
 

  .,     ,

,

,

,

Gvu
vuzz
vuyy
vuxx














 

Используя (5), получим уравнение касательной плоскости:  
     
     
     

.0

,,,

,,,

,,,

00
/

00
/

00
/

00
/

00
/

00
/

000000




vuzvuyvux
vuzvuyvux
vuzzvuyyvuxx

vvv

uuu  

Рисунок 16 – К уравнению 
касательной плоскости 



40 
 

Уравнение нормали при этом способе задания поверхности: 
 

   
   

 
   
   

 
   
   

.

,,

,,
,

,,

,,
,

,,

,,
,

00
/

00
/

00
/

00
/

00

00
/

00
/

00
/

00
/

00

00
/

00
/

00
/

00
/

00

vuyvux
vuyvux

vuzz

vuzvux
vuzvux

vuyy

vuzvuy
vuzvuy

vuxx

vv

uu

vv

uu

vv

uu









  

 3  Пусть поверхность   задана неявно уравнением   0,, zyxF  и 

удовлетворяет теореме 11  о неявном задании поверхности. Поскольку в не-
которой окрестности точки P  поверхность   является элементарной, то в 
этой окрестности существует некоторая параметризация этой поверхности: 

 ,,vuxx     ,, vuyy   vuzz , . Подставляя вместо zyx   ,  ,  в уравнение 

поверхности  ,,vux  ),,( vuy  ),,( vuz  получим относительно vu,  тождество  

       0,,,,, vuzvuyvuxF . 

Дифференцируя это тождество сначала по u , а затем по v , получим:  

                     










.0

0
//////

//////

vzvyvx

uzuyux

zFyFxF

zFyFxF
                                     (6) 

Обозначая      ,,,,,,,,, ////////////
vvvvuuuuzyx zyxrzyxrFFFF   запишем 

систему (6) в виде 











.0

0
//

//

v

u

rF
rF

 

Так как 0/ F  и //// , vu rFrF  , то /F  – вектор нормали каса-

тельной плоскости. Поэтому уравнение касательной плоскости имеет вид 

      0)()()( 0
/

0
/

0
/  zzPFyyPFxxPF zyx , 

а уравнение нормали – 

.
)()()( /

0
/

0
/

0

PF
zz

PF
yy

PF
xx

zyx







  

П р и м е р  15. Написать уравнение касательной плоскости и нор-

мали к поверхности 22  , , vuzvyux   в точке  1,1,4M . 

Р е ш е н и е 

Запишем векторное уравнение поверхности:  22 ,, vuvur  . 

Найдем .  , //
vu rr  Имеем    vrur vu 2,1,0  ,1,0,2 //  . Найдем криволинейные 

координаты  00 ,vu  точки M  как решение системы  уравнений 
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.1

1

4

  
2

2














vu
v
u

 

Имеем .1 ,2 00  vu  Тогда 

         ,2,1,0,  ,1,0,4, 00
/

00
/  vurvur vu    .1,1,4, 00 vur  

Для составления касательной плоскости в точке  00 ,vu  поверхности 

используем уравнение в параметрической форме: 

     
     
     

,0

,,,

,,,

,,,

00
/

00
/

00
/

00
/

00
/

00
/

000000




vuzvuyvux
vuzvuyvux
vuzzvuyyvuxx

vvv

uuu  т.е.  .0

210

104

114




 zyx

 

Раскрывая определитель в левой части последнего равенства, полу-
чим уравнение касательной плоскости  

.0848  zyx  

Так как вектор нормали  4,8,1 n  касательной плоскости является 

направляющим вектором нормали в точке  1,1,4M , то уравнение нормали 

имеет вид 

.
4

1

8

1

1

4









 zyx

 

П р и м е р  16. Составить уравнение касательной плоскости и нор-
мали к эллипсоиду 4222  zyx  в точке  2,1,1P . 

Р е ш е н и е 
Поверхность задана неявно уравнением   0,, zyxF , где 

  4,, 222  zyxzyxF . Так как   ,22/ 
Px xPF    ,22/ 

Py yPF  

  222/ 
Pz zPF , то уравнение касательной плоскости в точке P  име-

ет вид       02221212  zyx  или  

042  zyx . 

Уравнение нормали  
2

2

1

1

1

1 





 zyx    или 

2

2
11




zyx . 
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4   ИЗУЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ С ПОМОЩЬЮ 
ПЕРВОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ 

 
4.1   Первая квадратичная форма поверхности 

Пусть Ф  – гладкая поверхность,  vurr ,  – ее векторное уравне-

ние и 0//  vu rr .  

О п р е д е л е н и е.  Первой квадратичной формой 1  поверхности 

Ф , заданной уравнением  vurr , , называется выражение .2
1 rd  

Первая квадратичная форма 1  является положительно определен-

ной, поскольку она принимает только неотрицательные значения и обра-

щается в нуль только при 0 dvdu . Действительно, если 02 rd , то и  

.0//  dvrdurrd vu  Последнее, в силу неравенства 0//  vu rr , возмож-

но только при условии 0 dvdu .  Запишем выражение для первой 

квадратичной формы 1  подробно. Так как dvrdurrd vu
//  , то  

    22///22/2
1 2 dvrdudvrrdurrd vvuu  . 

Для коэффициентов первой  квадратичной формы принято исполь-

зовать следующие обозначения:    2///2/ ,, vvuu rGrrFrE  . Таким 

образом,  

22
1 2 GdvFdudvEdu  . 

Отметим, что коэффициенты GFE ,,  не зависят от dvdu, , но зави-

сят от vu, . 

П р и м е р  17. Найти первую квадратичную форму плоскости, про-

ходящей через точку P и параллельно векторам ba , . 

Р е ш е н и е  

Пусть 0r  – радиус вектор точки P . Тогда уравнение плоскости при-

мет вид: bvaurr  0 . Отсюда  

cos ,,,
2// babaFaEbrar vu  , 

2bG  , 

где  - угол между векторами  a  и b . Таким образом, 
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.cos2 2222

1 dvbdudvbadua    

З а м е ч а н и е.  Первая квадратичная форма зависит от способа па-
раметризации поверхности. Действительно, если в предыдущем примере 

положить ia   и jb  , то 22
1 dvdu  . 

П р и м е р  18. Найти первую квадратичную форму сферы радиуса R . 
Р е ш е н и е 
Параметрические уравнения сферы радиуса R  с центром в точке 

),,( 000 zyxM  имеют следующий вид:  

,cos cos0 vuRxx   ,cossin0 vuRyy   vRzz sin0  , 

где 
22

-   ,20
  vu .  

Отсюда имеем  

 0,coscos,cossin/ vuRvuRru  ,  

 vRvuRvuRrv cos,sinsin,sincos/  , 

.,0,cos 222 RGFvRE    

Таким образом,  

.cos 22222
1 dvRvduR   

С помощью первой квадратичной формы поверхности можно вы-
числять длины кривых на поверхности, углы между кривыми и площади 
областей на поверхности. 

 

4.2   Длина кривой на поверхности 

      Рассмотрим поверхность Ф  и некоторую кривую  , лежащую на 

Ф . Пусть точка 0M . Пусть     Dvuvurr  ,  ,,  – некоторая парамет-

ризация поверхности Ф  в окрестности точки 0M  и  00 ,vur  - радиус-

вектор 0M . Пусть ~  - кривая в области D , являющаяся прообразом    

при отображении  и пусть    tvvtuu  ,  - ее уравнение. Тогда  ,trr   

где  ,)(),()( tvturtr   является параметризацией кривой   в окрестности 

ее точки 0M . Равенства    tvvtuu  ,  будем называть внутренними 

уравнениями кривой  , лежащей  на поверхности Ф . Отметим при этом, 
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что внутренние уравнения кривой без указания уравнения поверхности, на 
которой лежит кривая, не имеют смысла. Отметим также, что если 

 vurr , - регулярная параметризация поверхности Ф  в окрестности 

точки 0M , отвечающей точке  00 ,vu , а    tvvtuu  ,  - регулярная па-

раметризация ~  в окрестности точки  00 ,vu , то  trr  , где 

 ,)(),()( tvturtr   является регулярной параметризацией кривой   в 

окрестности точки 0M . 

Обратимся к нахождению длины кривой  , лежащей на поверхности 

Ф . Пусть  vurr ,  – регулярная параметризация поверхности Ф , а 

 ,tuu    tvv   - внутренние уравнения регулярной кривой  . Найдем 

длину дуги кривой   с концами в точках )( 00 tM  и ).( 11 tM  Имеем 

       
1

0

1

0

1

0

2///
10 )(),()(),(),(

t

t

t

t

t

t

dttvturdttvturdttrttl =  

      .)()()(2)()()(
1

0

1

0

2///2/2////  
t

t

t

t
vu dttvGtvtFutuEdttvrtur      (7) 

П р и м е р  19. Дана поверхность  hvvuvur ,sin,cos  (геликоид). 

Найти 

а) длину линии au   между точками ),(),,( 2211 vaPvaP  )( 21 vv  ,  

б) длину линии  22ln huuv   между точками ее пересечения с 

линиями 2  ,0  uu . 

Р е ш е н и е  

Так как  0,sin,cos/ vvru  ,   hvuvurv ,cos,sin/  , то коэффици-

енты первой квадратичной формы имеют вид 

 ,0  ,1)( //2/  vuu rrFrE  2/ )( vrG 22 hu  . Отсюда 

а) записывая внутренние уравнения кривой au   в виде ,au   

tv  ,  21 vtv  ,  в силу формулы (7) получим 

     
2

1

2

1

222///2/
21 )()()(2)(),(

v

v

v

v

dthadttvGtvtFutuEvvl  
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);( 12
22 vvha   

б) запишем внутренние уравнения кривой:  22ln  , httvtu  , 

20  t . Тогда   
1

22 htdt
dv


 , и в силу формулы (7) получим 

222)2,0(
2

0

  dtl . 

 

4.3   Угол между кривыми на поверхности 

      Введём понятие направления на поверхности. 

О п р е д е л е н и е. Направлением  dvdu :  на поверхности Ф , за-

данной уравнением  vurr , , называется направление вектора 

dvrdurrd vu
//  . 

О п р е д е л е н и е. Углом между направлениями  dvdu : ,  vu  :  

называется угол между векторами dvrdurrd vu
//  , vrurr vu  //  . 

      Найдём выражение угла между направлениями  dvdu : ,  vu  : . 

Так как  

     ,

,2,2

,cos

////

222222

vGdvudvvduFuEduvrurdvrdurrrd

vGvuFuErGdvFdudvEdurd

rrdrrd

vuvu 











 

то 

 
.

22
cos

2222 vGvuFuEGdvFdudvEdu
vGdvudvvduFuEdu







                       (8) 

Говорят, что кривая   на поверхности Ф , заданной уравнением 

 vurr , , в точке  vu,  имеет направление  dvdu : , если вектор  

dvrdurrd vu
//     есть направляющий вектор касательной кривой   в 

этой точке.  
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Отметим, что кривая на поверхности, заданная внутренними уравне-

ниями  ,tuu   tvv  , в точке     tvtu ,  имеет направление 

    tvtu // : . 

О п р е д е л е н и е. Углом между кривыми на поверхности в их об-
щей точке M  называется угол между их направлениями в этой точке. 

Таким образом, угол между кривыми на поверхности – это угол 
между касательными к кривым, и следовательно, он не зависит ни от па-
раметризации поверхности, ни от параметризации кривых. 

Координатными линиями на поверхности называются линии, задан-
ные внутренними  уравнениями constu  и constv . Эти линии имеют 

направления  dv:0   и   0:u  соответственно. 

Найдём выражение для угла между координатными линиями. По 
формуле (8) получим 

GE
F

uEGdv

uFdv


22
cos



 . 

Отсюда следует, что координатные линии ортогональны тогда и 
только тогда, когда 0F . 

П р и м е р  20. Вычислить угол между кривыми 0ln   :1  vu   и  

1  :2  vu  на поверхности ).3,,( 22 vuvuvurr    

Р е ш е н и е 

Нетрудно видеть, что кривые 21  ,   пересекаются в единственной 

точке    .0,1, 00 vu  Найдем коэффициенты первой квадратичной формы 

поверхности: 
   ,23,1,0  ,32,0,1 // vurvur vu   

       .231  ,2332  ,321 22 vuGvuvuFvuE     

Для нахождения угла между кривыми нам необходимо знать значе-

ния этой формы в точке  00,vu : .10  ,6  ,5  GFE  Вдоль линии 1 :  

.
1

 ,ln du
u

dvuv   Вдоль линии 2 :  . ,1 uvuv    Для нахождения угла 

  между линиями 21  ,   воспользуемся формулой (8): 
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 






2222 22

cos
vGvuFuEGdvFdudvEdu

vGdvudvvduFuEdu


  

 
.

9

5

1012510125

1065
222222








vuudududu

uduuduuduudu


  

 
П р и м е р  21. Показать, что на геликоиде 

bvzvauyvaux  ,sin,cos  координатная сеть ортогональна. 

Р е ш е н и е 
Для доказательства ортогональности сети достаточно показать, что 

0F . Так как    ,,cos,sin,0,sin,cos // bvauvaurvavar vu   то 

  0//  vu rrF . 

 

4.4  Площадь поверхности 

Рассмотрим гладкую поверхность Ф , заданную уравнением 
 vurr , , и на ней область D , ограниченную конечным числом кусочно-

гладких кривых. Разобьем D  координатными линиями на клетки. Рас-
смотрим одну из них – криволинейный четырехугольник 4321 ММММ  

(рисунок 17): 

       .;,;,;,; 4321 vvuMvvuuMvuuMvuM   

 

 

 

 

 

 

 

 

При переходе из точки 1M  в точку 2M  параметр u  получает прира-

щение u , радиус-вектор получает приращение 

    21;; MMvurvuur  . При переходе из точки 1M  в точку 4M  па-

Рисунок 17 – К определению 
площади поверхности 
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раметр v  получает приращение v , радиус-вектор получает приращение 

    41;; MMvurvvur  . 

Заменим приращение радиус-векторов соответствующими диффе-

ренциалами uru 
/   и  vrv 

/ . Рассмотрим прямолинейный параллелограмм, 

натянутый на векторы uru 
/   и  vrv 

/ . 

Этот параллелограмм мало отличается от соответствующего криво-

линейного четырехугольника 4321 ММММ , причём это отличие тем 

меньше, чем меньше размеры последнего. Обозначим через   площадь 

прямолинейного параллелограмма: vurrvrur vuvu  //// . Из 

курса векторной алгебры известно, что  222 bababa  . Тогда 

       vuFEGvurrrr vuvu  22//2/2/ .  

Надстраивая с помощью описанной процедуры над каждой клеткой 
разбиения области D  прямоугольный параллелограмм, рассмотрим сум-

му площадей этих параллелограммов  . Естественно определить 

площадь DS  области D как предел указанных сумм при неограниченном 

уменьшении клеток разбиения. При условии непрерывности производных 
/

ur  и 
/

vr  этот предел существует: 

 






Dv
u

v
uD dudvFEGvuFEGS

~

22

0
0

0
0

limlim  , 

где D~ - область плоскости uv , соответствующая области D . Итак, 

                                 .
~

2 dudvFEGS
D

D                                       (9)  

Рассмотрим случай, когда поверхность Ф  представляет график 
функции  yxzz , . В качестве параметров u  и v  возьмём x  и y  соот-

ветственно. Тогда векторное уравнение поверхности имеет вид 

  yxzyxr ,;;  и   ,;0;1 //
xx zr    // ;1;0 yy zr  . Отсюда 
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        .1,1,,1
2/2/22///2/

yxyyxx zzFEGzGzzFzE   

Следовательно, площадь области D , расположенной на поверхности 
Ф , в силу (9) равна 

    dxdyzzS
D

yxD  
~

2/2/1 , 

где D~ - область плоскости xy , соответствующая области D . 

П р и м е р  22. Найти площадь четырехугольника D , расположен-

ного на геликоиде  vvuvur ,sin,cos  и ограниченного кривыми 

,1  ,0  uu  .1  ,0  vv   

Р е ш е н и е 

       Коэффициенты первой квадратичной формы геликоида имеют вид 

(см. пример 19): 1)(  ,0  ,1)( 22///2/  urGrrFrE vvuu . Тогда в силу 

формулы (9) получим 

   duudvudududvFEGS
D

D

1

0

2
1

0

1

0

2

~

2 11  

 .21ln
2

1

2

2
1ln

2

1
1

2

1

0

22 





  uuuu  

       Таким образом, зная первую квадратичную форму поверхности, 
можно решать следующие задачи: 

1) вычисление длины дуги гладкой линии, лежащей на поверхности; 

2) вычисление угла между гладкими кривыми, лежащими на поверх-
ности, в их общей точке; 

3) вычисление площади области, ограниченной конечным числом 
кусочно-гладких кривых на поверхности. 
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5   ИЗУЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ С ПОМОЩЬЮ 
ВТОРОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ 

 
5.1   Вторая квадратичная форма поверхности 

Пусть Ф  – регулярная поверхность,  vurr ,  – какая-нибудь ее ре-

гулярная параметризация,  vunn ,  – единичный вектор нормали по-

верхности в точке  vuP , . 

Второй квадратичной формой поверхности называется квадратичная 
форма  

ndrd 2 . 

Преобразуем выражение для второй квадратичной формы. Так как  

0nrd , то и   0nrdd , т.е. 02  ndrdnrd . Отсюда 

nrdndrd  2
2  и, следовательно,  

      ndvrdudvrdur vvuvuu
2////2//

2 2  

      ,22 222////2// NdvMdudvLdudvnrdudvnrdunr vvuvuu   

где      nrNnrMnrL vvuvuu  //////  , , . 

Так как n  – единичный вектор нормали поверхности, то /
urn  и 

/
vrn  (касательная плоскость параллельна векторам // , vu rr ). Следователь-

но, можно положить 
//

//

vu

vu

rr
rrn




  и тогда (поскольку 2// FEGrr vu  ) 

       











2

////
//

2

///

///

//////

2

////
//   ,

FEG
rrrnrM

FEG
zyx
zyx
zyx

FEG
rrrnrL vuuv

uv
vvv

uuu

uuuuuu

vuuu
uu  

   
.  ,

2

///

///

//////

2

////
//

2

///

///

//////

FEG
zyx
zyx
zyx

FEG
rrrnrN

FEG
zyx
zyx
zyx

vvv

uuu

vvvvvv

vuvv
vv

vvv

uuu

uvuvuv








  

 
П р и м е р  23. Найти вторую квадратичную форму геликоида 

.,sin,cos bvzvuyvux   
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Р е ш е н и е  
Имеем  

      ,,cos,sin  ,0,sin,cos,,sin,cos // bvuvurvvrbvvuvur vu   

     .0,sin,cos  ,0,cos,sin  ,0,0,0 ////// vuvurvvrr vvuvuu   

Отсюда 22  ,0  ,1 buGFE  и  .222 buFEG   Далее 

   
,

cossin

0sincos

0cossin

  ,0
22222

////

2

////

bu
b

bu
bvuvu

vv
vv

FEG
rrrM

FEG
rrrL vuuvvuuu

















  

 
.0

2

////





FEG

rrrN vuvv  

Окончательно имеем 

.
2

222 dudv
bu

b


  

 

5.2   Кривизна кривой на поверхности 
Рассмотрим регулярную поверхность Ф , заданную уравнением: 
 vurr , . Пусть   – регулярная кривая, лежащая на поверхности и про-

ходящая через точку  vuP , . Пусть  srr   – естественная параметризация 

 . Рассмотрим скалярное произведение  nrss 
// . Напомним, что вектор //

ssr  

направлен по главной нормали кривой, а по величине равен кривизне кри-

вой (см. теорему 8):  1
// krss  . Отсюда вытекает, что  

  cos1
// knrss  ,                                                        (10)                 

где   – угол между векторами //
ssr  и n , т.е. между главной нормалью 

кривой и нормалью к поверхности. Но 

     nvrurnr ssvsuss
///////  

      nvrvrurur ssvssvssussu
////////////  

      nvrvvrururuvrur ssvssvvsvussussuvsuu
////////////////////  

    



  nvrurvrvurur ssvssusvvssuvsuu

//////2///////2/// 2  

( т.к. /
urn   и /

vrn  )  
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  
 

    
   

.
2

2 2

22

2

2
////

2

2
//

ds
NdvMdudvLdu

ds
dvnr

ds
dv

ds
dunr

ds
dunr vvuvuu




 
Так как в точке  vuP ,  кривой 

   222 2 GdvFdudvEduds  , 

то окончательно получим   

  .
2

2

1

2
22

22
//









GdvFdudvEdu
NdvMdudvLdunrss  

Таким образом, формула (10) примет вид 

1

2
1 cos


 k .                                                             (11) 

Правая часть этого равенства зависит только от направления 
 dvdu :  кривой в точке  vuP ,  (поскольку все функции NMLGFE ,,,,, вы-

числены в точке  vuP , ). Таким образом, constkk  01 cos  в точке  vuP ,  

для всех кривых  , проходящих через эту точку и имеющих в ней одно и 

то же направление (т.е. одну и ту же касательную). Равенство 

constkk  01 cos                                                 (12) 

составляет содержание теоремы  Менье. 

Величина 0k  называется нормальной кривизной поверхности в дан-

ном направлении   dvdu : . С точностью до знака она равна кривизне кри-

вой, которая получается в сечении поверхности с плоскостью, перпенди-
кулярной касательной плоскости и содержащей направление  dvdu : . 

  

5.3  Индикатриса Дюпена. Главные направления и главные  
кривизны 

Рассмотрим вновь регулярную поверхность Ф , заданную уравнени-
ем  vurr ,  и  точку  vuP ,  на ней. Построим в точке P  касательную 

плоскость поверхности Ф  и отложим в этой плоскости от точки P  в каж-

дом направлении  dvdu :  отрезок длины 
2

1

1

k
, где k - нормальная кривизна 

поверхности в точке   vuP ,  в этом направлении. Линия, образованная 

концами этих отложенных отрезков, называется индикатрисой кривизны 
(или индикатрисой Дюпена) поверхности Ф  в точке P . Свойство этой 
кривой согласно построению следующее: квадрат любого ее радиус-
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вектора дает величину, обратную кривизне того нормального сечения, для 
которого взятый радиус-вектор является вектором касательной.    

Исследуем индикатрису Дюпена. Для этого на касательной плоско-
сти поверхности в точке P  введем декартову систему координат, приняв 

точку P  за начало координат, а векторы /
ur  и /

vr  - за базисные векторы 

осей координат. Пусть yx,  - координаты точки индикатрисы Дюпена, от-

вечающей направлению  dvdu : . Тогда   

.
1

//

//
2

1

//

dvrdur
dvrdur

k
ryrx

vu

vu
vu




  

Возведем последнее равенство в квадрат: поскольку dvduyx ::  , то 

получим 

.
2

2

2

2
2

22

22

22

22
22

NyMxyLx
GyFxyEx

NdvMdudvLdu
GdvFdudvEduGyFxyEx








  

Отсюда вытекает, что  

12 22  NyMxyLx . 

Получили уравнение индикатрисы Дюпена. Из этого уравнения вид-
но, что индикатриса Дюпена представляет: эллипс – в эллиптической точ-
ке ),0( 2 MLN  пару сопряженных гипербол - в гиперболической точке 

( 02 MLN ), пару параллельных прямых -  в параболической точке 

( 02 MLN , 022  NL ). 
О п р е д е л е н и е.  Направление  dvdu :  на поверхности называ-

ется главным направлением, если нормальная кривизна поверхности в 
этом направлении достигает экстремального значения. 

О п р е д е л е н и е.  Экстремальные значения нормальных кривизн 
называют главными кривизнами (и обозначают 1k  и 

2k ). 

Пусть  yx :  - произвольное направление в точке P  поверхности Ф , 
),( yxkk   - нормальная кривизна поверхности в точке P  в этом направ-

лении.  Тогда 

                           .
2

2
),(

22

22

GyFxyEx
NyMxyLxyxk




                                     (13) 

Положим  siny  ,cos x , получим 
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.
sinsincos2cos

sinsincos2cos
)( 22

22




GFE
NMLkk




  

Функция )(kk   непрерывна и )2()0( kk  . Поэтому на отрезке 

 2,0  она либо постоянна, либо имеет хотя бы один максимум и хотя бы 

один минимум. 
Для нахождения главных направлений и главных кривизн запишем 

соотношение (13) в виде 

        02 22  ykGNxykFMxkEL                          (14) 

и продифференцируем это равенство по x . Учитывая, что  производная 
нормальной кривизны в главном направлении равна нулю, получим 

                                  0 ykFMxkEL .                         (15) 

Аналогично дифференцируя (14) по y , имеем 

                                0 ykGNxkFM                             (16) 

Рассматривая соотношения (15), (16) как систему уравнений относи-
тельно неизвестных yx  ,  и учитывая, что эта система имеем ненулевые 

решения, заключаем, что  

.0
      

        




kGNkFM
kFMkEL

 

Раскрывая определитель в этом равенстве, получим следующее 
уравнение для кривизн главных направлений: 

                               .02 222  MLNkMFLGENkFEG                (17) 

О п р е д е л е н и е.  Линия на поверхности называется линией кри-
визны, если ее направление в каждой точке является главным направлением. 

Для того чтобы направление  dvdu :  было главным, необходимо и 

достаточно, чтобы выполнялись следующие соотношения (см. (15) и (16)): 

    ,0 dvkFMdukEL  

    ,0 dvkGNdukFM  

где k  - кривизна нормального сечения поверхности в направлении 
 dvdu : . 

Исключая из последних соотношений k , получим: 

       022  dvNFMGdudvNELGduMELF  

или что то же самое 
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                              .0

22




NML
GFE

dududvdv
                                    (18) 

Итак, соотношение (18) дает необходимое и достаточное условие то-
го, чтобы направление  dvdu :  было главным направлением. Соотношение 

(18) можно также рассматривать как дифференциальное уравнение линии 
кривизны. 

Отметим, что в каждой точке регулярной поверхности может быть 
либо два главных направления, либо любое направление является глав-
ным. В первом случае главные направления совпадают с направлениями 
осей индикатрисы Дюпена. Во втором случае рассматриваемая точка по-
верхности является либо точкой уплощения  (нормальная кривизна в этой 
точке в любом направлении равна нулю), либо шаровой точкой (индика-
триса Дюпена в такой точке представляет собой окружность). Во втором 
случае, в уравнении (18), выполняющемся тождественно, либо 

0 NML  (точка уплощения), либо коэффициенты первой квадратич-
ной формы GFE  , ,  соответственно пропорциональны коэффициентам 

второй квадратичной формы NML  ,,  (шаровая точка). 

 

5.4   Гауссова и средняя кривизны 
Пусть 1k  и 2k  - главные кривизны регулярной поверхности в точке 

 vuP , .  

О п р е д е л е н и е.  Полусумма главных кривизн называется сред-

ней кривизной поверхности и обозначается 
2

 21 kkH 
 . Произведение 

главных кривизн называется полной или гауссовой кривизной и обознача-

ется 21 kkK  . 

Поскольку главные кривизны удовлетворяют уравнению (17), то в 
силу теоремы Виета 

.     ,
2

2

1
2

2

2 FEG
MLNK

FEG
MFLGENH








  

Рассмотрим гауссову кривизну K  поверхности. Знаменатель 2FEG   
всегда положителен, т.к. это дискриминант первой квадратичной формы. 
Поэтому знак K  определяется знаком дискриминанта второй квадратич-
ной формы 2MLN  . Поэтому 
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0K  в эллиптических точках, 
0K  в гиперболических точках, 
0K  в параболических точках и в точках уплощения. 

П р и м е р  24.  Найти главные кривизны поверхности 
22 , , vuzvyux   в точке )1,1(P . 

Р е ш е н и е 
Имеем 

     ,2,1,0 ,2,0,1 ,,, //22 vrurvuvur vu   

     .2,0,0   ,0,0,0   ,2,0,0 //////  vvuvuu rrr  

В точке )1,1(P коэффициенты квадратичных форм равны 

     
,

3

2

210

201

200

3

1
  ,5,4 ,5

2

////
2///2/ 




FEG
rrrLrGrrFrE vuuu

vvuu  

   
.

3

2

210

201

200

3

1,,
  ,0

,,
2

////

2

////








FEG
rrrN

FEG
rrrM vuvvvuuv

 

Тогда   .
27

202
  ,

81

4
2212

2

21 








FEG

MFENLGkk
FEG
MLNkk  

Отсюда по теореме Виета 1k  и 2k  – корни уравнения .0
81

4

27

202  kk  

Решая это уравнение, получим .
27

2
  ,

3

2
21  kk   

 

5.5  Примеры поверхностей постоянной гауссовой кривизны 
Поверхностями постоянной гауссовой кривизны называются по-

верхности, во всех точках которых полная кривизна K  постоянна. Про-
стейшим примером поверхности постоянной полной кривизны является 
плоскость, поскольку во всех точках плоскости выполнено .0K  Рас-
смотрим более сложные примеры поверхностей постоянной полной кри-
визны. Эти примеры будут построены с помощью поверхностей враще-
ния. Поверхностью вращения будем называть поверхность, которая обра-
зуется при вращении плоской кривой около прямой (оси вращения), ле-
жащей в плоскости кривой. Линии пересечения поверхности с плоскостя-
ми, содержащими ось вращения, называются меридианами поверхности 
вращения, а линии пересечения с плоскостями, перпендикулярными оси 
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вращения, называются параллелями.  Зададим прямоугольную систему 
Oxyz . На плоскости xOz  рассмотрим кривую  , заданную уравнениями  

.  ),(z  ),( 21 uuuuux    

Найдем уравнение поверхности, полученной при вращении   во-

круг оси Oz . Точка ))( 0, ),(( uu   кривой  при повороте кривой на угол 

v  переходит в точку ))( ,sin)( ,cos)(( uvuvu  . Отсюда уравнение по-

верхности вращения имеет вид 
.20   ,   )),( ,sin)( ,cos)(( 21   vuuuuvuvur   

Отметим, что линии constv   являются меридианами, а линии 
constu  -параллелями построенной поверхности вращения. 
Найдем первую и вторую квадратичные формы поверхности. Для 

этого найдем координаты частных производных вектор-функции r : 

     ,,sin,cos  ,0,cos,sin ,,sin,cos /////////////  vvrvvrvvr uuvu 
    .0,sin,cos   ,0,cos,sin ////// vvrvvr vvuv    

Отсюда 

,,,0,
2/2/222/2/   EGFEGGFE  

а также  

   
,

0cossin

sincos

sincos

22 //

//////

2

///

//////

2

////


















FEG

vv
vv
vv

FEG
rrrL vuuu

 

 
,0

0cossin

sincos

0cossin

2

///

//

2

////












FEG

vv
vv
vv

FEG
rrrM vuuv 




 

 
.

0cossin

sincos

0sincos

22 //

/2

2

///

2

////





















FEG

vv
vv
vv

FEG
rrrN vuvv

 

Таким образом, первая и вторая квадратичные формы поверхности 
вращения соответственно равны 

  ,2222/2/
1 dvdu    



58 
 

 
.2

//

/2
2

//

//////

2 2222
dvdu














  

Гауссова кривизна K  поверхности вращения равна 

                                
 
  .2

//

///////

2

2

22














FEG
MLNK                        (19) 

Пусть кривая   задана уравнениями ).(z  , uux   Тогда, в силу 

формулы (19), полная кривизна  поверхности, полученной при вращении 
  вокруг оси Oz , равна 

                                       
  .
1

2
/

///

2

u
K






                                         (20) 

Найдем функцию   ),(u удовлетворяющую (19) при постоянном 

значении .K  Умножая обе части (20)  на  u  и интегрируя полученное ра-
венство, имеем: 

                                              .1
1

/2 2 
 CKu                                (21)                 

      Рассмотрим два случая: 0K  и .0K  
      Пусть 0K . Положим в (21) 1C  и разрешим полученное 

уравнение относительно 
/ :  

.
1 2

/

Ku
uK


  

Интегрируя последнее равенство, получим 
21 u

K
 . Положим  

.0  ,
1

2  a
a

K  Тогда 
22 ua  - уравнение полуокружности радиуса .a  

Таким образом, найденная нами поверхность получается вращением 

полуокружности auuaux  0  ,z  , 22  вокруг оси Oz  и является 

сферой радиуса .a   
Пусть 0K . Положим в (21) 0C  и разрешим полученное уравне-

ние относительно / :  

  .1
1

2

1
21/ Kuu

K



   

Интегрируя последнее равенство, получим: 
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   









  dt
t

t
KtdtKudu

tKu
duKuu

K 1

11
1

1
2

222

2

1
21  

.
11

ln1
1

1

1
ln

2

11 2
2

































uK
KuKu

Kt
tt

K
 

Положим  .0  ,2   aaK  Тогда  

.ln
22

22










 


u
uaaaua  

Полученная кривая 










 


u
uaaauazux

22
22 ln  ,  

называется трактрисой. Отличительной ее особенностью является то, 
что отрезок касательной от точки касания до оси  Oz  постоянен и равен .a  

      Поверхность, получаемая вращением трактрисы вокруг оси Oz , 
называется псевдосферой. Следующие рисунки дают представление о 
трактрисе и псевдосфере (рисунок 18): 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В заключение отметим, что важным свойством гауссовой кривизны 

K  является то, что она не изменяется при изгибании поверхности (т.е. 
при непрерывной ее деформации, сохраняющей длины кривых на поверх-
ности). Отсюда, в частности, следует, что на плоскость (в каждой точке 
которой 0K ) можно наложить только поверхность, в каждой точке ко-
торой 0K .  Поэтому, например, нельзя изготовить карту Земли, сохра-
нив расстояния.   

(а)                                (б) 
Рисунок 18   –  Трактриса (а)  и псевдосфера (б) 
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6   Внутренняя геометрия поверхностей 
 
Внутренней геометрией поверхности называют раздел геометрии, 

изучающий те свойства поверхности, которые определяются только дли-
нами, лежащих на ней кривых.  

По отношению к регулярным поверхностям можно сказать, что их 
внутренняя геометрия изучает свойства поверхностей и фигур на них, 
определяемые первой квадратичной формой. 

Объектами внутренней геометрии являются длины кривых на по-
верхности, углы между кривыми, площади областей. Гауссова кривизна 
поверхности также является объектом внутренней геометрии. Это вытека-
ет из следующей теоремы. 

Т е о р е м а  (Г а у с с а). Полная кривизна K  поверхности в точке 
может быть выражена через коэффициенты первой квадратной формы по-
верхности и их производные в этой точке. 

Рассмотрим некоторые другие объекты внутренней геометрии. 
 

6.1    Геодезическая кривизна. Геодезические линии на поверхности 
Пусть   - произвольная регулярная поверхность и   - регулярная 

кривая, лежащая на поверхности  . 
Пусть P  - произвольная точка кривой  . 

Проведем к поверхности   в точке P  
касательную плоскость   и обозначим 

через ~ проекцию кривой   на плос-

кость   (рисунок19). 
О п р е д е л е н и е. Геодезической 

кривизной кривой   в точке P  называется кривизна ее проекции ~ в точке P . 

Придадим геодезической кривизне знак, считая ее положительной 
(отрицательной), если при прохождении точки P  вращение касательной к 

кривой ~ с направлением нормали к поверхности образует правый (ле-

вый) винт.  
Для нахождения геодезической кривизны проведем через кривую   

цилиндрическую поверхность G , образующие которой перпендикулярны 
касательной плоскости  .  Из построения ясно, что  G ~, . Понятно 

Рисунок 19 – Геодезическая  
кривизна кривой 
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также, что кривые   и ~  имеют в точке  P  общую касательную прямую. 
Так как плоскость   перпендикулярна образующим поверхности G , то 
  содержит вектор нормали  поверхности G  в точке P  и следовательно 
является нормальной плоскостью к G  в точке P . Таким образом, кривые 
  и ~  лежат на поверхности G ,  имеют в точке P  общую касательную, 

причем  ~  является нормальным сечением поверхности G   в точке P . 

Поэтому, в силу теоремы Менье, кривизны   и  k  соответственно кри-

вых ~  и   в точке   связаны соотношением  

 cosk , 

где   - угол между главными нормалями этих кривых.  
Пусть )(srr   - естественная параметризация кривой   ;  , v - еди-

ничные векторы  соответственно касательной и главной нормали кривой   

в точке P ; n - единичный вектор нормали к поверхности   в точке P . 
Кривая ~  лежит в плоскости  , поэтому n - единичный вектор главной 

нормали кривой ~  в точке P . Отсюда, в силу равенства  //1
ssr

k
v  , получим  

                       
     .,,cos /// nrrnkk sss

                          (22)                  

Найдем выражение для геодезической кривизны в случае произволь-

ной параметризации )(trr   кривой  . Из равенств 

,
1

/

////

t
tsts r

rtrr   

/

/

/

2/

//// 11

st
t

t

ttss r
r

r
rr 













  

и равенства (22) следует  

                                               
 

  .
,,

3/

///

t

ttt

r

nrr 

                               (23)                    

О п р е д е л е н и е.  Геодезической линией регулярной поверхности 
  называется регулярная линия на поверхности  , геодезическая кри-
визна которой равна нулю в каждой ее точке.  

      Выполняется следующее свойство геодезических линий:  
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1) линия   является геодезической в том и только в том случае, 

если в каждой ее точке, где кривизна отлична от нуля, главная нормаль 
совпадает с нормалью к поверхности в этой точке. 

Действительно, поскольку vkrss 
//  и ,  , //

ss rvrn  , то в силу (22) 

равенство 0  выполняется тогда и только тогда, когда v || n  при  .0k                

Без доказательства отметим еще два свойства геодезических линий: 
2) через каждую точку P  поверхности по каждому направлению 

проходит геодезическая линия и притом единственная; 

3) если 21, PP  - достаточно близкие точки  поверхности, то 

наикратчайшая их соединяющая линия является геодезической линией. 
Из определения геодезической линии следует, что прямые линии на 

плоскости являются геодезическими линиями. Из второго свойства следу-
ет, что других геодезических линий на плоскости не существует.  

П р и м е р  25.  Покажем, что геодезическими линиями на сфере яв-
ляются только большие окружности.  

Действительно, в каждой точке P  такой окружности главная нор-
маль проходит через центр окружности, а следовательно, и через центр O  
сферы. Но радиус сферы OP  перпендикулярен касательной плоскости к 
сфере в точке P . Поэтому окружности большого радиуса на сфере явля-
ются геодезическими линиями. Далее, поскольку через каждую точку 
сферы по любому направлению можно провести  большую окружность, то 
из второго свойства вытекает, что геодезическими линиями на сфере яв-
ляются только большие окружности. 

З а м е ч а н и е.  Отметим, что обращение третьего свойства геоде-
зических линий не всегда верно: дуга геодезической линии, соединяющая 
две точки поверхности, не всегда является кратчайшей. Это может проис-
ходить всегда, когда геодезическая линия, соединяющая две точки, не  
единственная. 

Например, две точки сферы, не ле-
жащие на концах одного диаметра, мож-
но соединить двумя геодезическими ли-
ниями, одна из которой является крат-
чайшей из всех дуг, соединяющих эти 
точки (рисунок 20). 

Второе и третье свойства геодези-

Рисунок 20 – Геодезические 
линии на сфере 



63 
 

ческих линий позволяют заключить, что геодезические линии на поверх-
ности являются аналогом прямых линий на плоскости. А поэтому при по-
мощи геодезических линий на поверхности можно определить треуголь-
ник и другие фигуры. При этом в зависимости от свойств поверхности, 
мы, естественно, будем получать различные геометрии. 

 

6.2   Теорема Гаусса-Бонне 
Рассмотрим на регулярной поверхности    некоторую гомеоморф-

ную кругу область G , ограниченную гладкими кривыми  n ,, , 21   . 

Обозначим через  n ,, , 21   внутренние углы, образуемые этими кри-

выми в общих концах (напомним, что угол между кривыми определяется 
как угол между касательными к этим кривым в их общей точке);  через   

обозначим геодезическую кривизну в про-
извольной точке границы области G ( ри-
сунок 21). Справедлива следующая 

Т е о р е м а  (Г а у с с а – Б о н н е). 

,2)(
11
 



n

i G
i

n

i
Kdds

i




 

где K  - гауссова кривизна в точке поверх-
ности, d - элемент площади поверхности. 

Рассмотрим случай, когда граница области G  состоит из трех геоде-
зических линий. Такая область называется геодезическим треугольником. 
В этом случае в силе предыдущей теоремы получим 

.2)(
3

1
 



i G

i Kd   

Из этого равенства следует, что 

                                   .321 
G

Kd                         (24)                    

Заслуживает особого внимания случай, когда рассматриваемая по-
верхность имеет постоянную полную кривизну, то есть constK  . Рас-
смотрим следствия из равенства (24) для таких поверхностей. 

Пусть   - плоскость. Так как во всех точках плоскости гауссова 
кривизна K  равна нулю, а геодезические на плоскости являются прямы-
ми, то сумма углов любого треугольника равна .   

Рисунок 21 – К теореме  
Гаусса ‐ Бонне 
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Пусть   - сфера радиуса R . Так как в точках сферы гауссова кри-

визна K  равна ,
1

2R  а геодезическими линиями на сфере являются окруж-

ности больших радиусов, то сумма углов сферического треугольника рав-

на ).(
1

2
GS

R
   Заметим, что эта сумма превосходит   и зависит от пло-

щади треугольника. 

Пусть   - псевдосфера, гауссова кривизна K  которой равна .
1

2a
  

Из формулы )24(  вытекает, что сумма углов геодезического треугольника 

псевдосферы меньше   и зависит от площади этого треугольника. Отсю-
да вытекает, что на псевдосфере можно интерпретировать объекты гео-
метрии Лобачевского. 

З а м е ч а н и е. Оказывается, что интерпретировать плоскость Ло-
бачевского мы можем только на малых кусках псевдосферы: на всей по-
верхности псевдосферы ее внутренняя геометрия не совпадает с внутрен-
ней геометрией Лобачевского. Объясняется это тем, что трактриса  не яв-
ляется гладкой кривой (существует ребро возврата). Более того, как дока-
зал Гильберт, плоскость Лобачевского нельзя в целом изобразить в трех-
мерном евклидовом пространстве. 

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
1  Написать уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-

ности vuuzuvuyux 232 3  ,2  ,   в точке  .4,3,1M   

Ответ: 07236  zyx - уравнение касательной плоскости, 

2

4

3

3

6

1








 zyx  - уравнение нормали. 

2   Написать уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-

ности  22ln yxz   в точке  0,0,1M . 

Ответ: 022  zx  – уравнение касательной плоскости, 
102

1



 zyx  

- уравнение нормали к поверхности. 
3   Написать уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-

ности 169222  zyx  в точке  12,4,3M . 

Ответ: 01691243  zyx - уравнение касательной плоскости, 

12

12

4

4

3

3 





 zyx  - уравнение нормали. 
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4  К поверхности 1xyz  провести касательную плоскость, парал-

лельную плоскости 05  zyx . 

Ответ: 03 zyx . 

5  Показать, что все касательные плоскости поверхности  xyxz /  

проходят через начало координат. 
Указание: воспользоваться уравнением касательной плоскости к по-

верхности, заданной неявно. 
6   Найти первую квадратичную форму поверхности вращения  

uczvuayvuax sin,sincos ,coscos    (эллипсоид вращения). 

Ответ: .cos)sin( 2222222
1 dvuaducua   

7   На поверхности с первой квадратичной формой 222 dvduds   
найти длину дуги линии uv   между точками  1,11M  и  2,22M . 

Ответ: .2  

8  Дана поверхность uvzvuyvux    ,  , 2222  ).0(  vu  Тре-

буется 
1) найти первую квадратичную форму поверхности, 
2) вычислить длину дуги линии auv   между точками ее пересече-

ния с линиями 2, ,1  uu  

3) найти угол между линиями uvuv  3  ,1   поверхности. 

Ответ: 1) ;)8(2)8( 222222
1 dvuvdudvuvduvu     

2) ;223 42 aa   3) .
41

3
cos


  

9  Показать, что площади областей на параболоидах    ,yx
2
az 22 

 
axyz  , проектирующиеся на одну и ту же область плоскости xOy , равны. 

Указание: сравнить дискриминанты первых квадратичных форм 
данных поверхностей. 

10  Вычислить главные кривизны поверхности xyz   в точке ).1,1,1(M  

Ответ: .
3

3
  ,

9

3
21  kk  

11  Найти гауссову и среднюю кривизны поверхности 22 yxz   в 

точке ).2,1,1(M  

Ответ: .
27

10
  ,

81

4
 HK  
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