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Введение 
Большое влияние на развитие криптографии оказали появившиеся в сере-

дине 20-го века работы американского математика Клода Шеннона. В этих ра-
ботах были заложены основы теории информации, а также был разработан ма-
тематический аппарат для исследований во многих областях науки, снизанных 
с информацией.  

Расширение сфер практического применения криптографии в вопросах 
защиты информации, появление современных криптографических методов 
привело к необходимости введения понятий, определений и собственного ма-
тематического аппарата в этой области. 

В силу присущей методам криптографии специфики,  большой интерес 
представляет множество целых чисел и различные алгебраические структуры 
на его базе. Математические методы, используемые в криптографии, невоз-
можно успешно освоить без знания основ теории чисел и сравнений. Поэтому 
знание и умение работать с этими понятиями является необходимым условием 
для подготовки специалистов в области защиты информации. 

В методических указаниях рассмотрены основополагающие математиче-
ские понятия и идеи, необходимые для введения в теорию криптографических 
алгоритмов и лежащие в основе построения современных криптографических 
систем, математическим фундаментом которых является прикладная теория 
чисел.  

 

§1 Основные определения и алгоритмы делимости чисел 
 

Пусть дано множество целых чисел, с элементами которого мы будем ра-
ботать на протяжении всего курса.  

Число а делится на b, если bqa  и Zq , при этом а называют кратным 
числа b, а b – делителем числа а. 

Теорема 1 (о делении с остатком). Всякое целое число а можно предста-
вить с помощью положительного целого числа b равенством вида rbqa  , 

br0 . 
Число q называется неполным частным, а число r – остатком от деле-

ния а на b. 
Всякое целое, делящее одновременно целые а, b называются их общим де-

лителем. 
Положительное целое число d является наибольшим общим делителем 

чисел a и b, если: 
  d является делителем a и b; 
  любой делитель a и b является делителем d. 
Наибольший из общих делителей чисел а и b обозначается символом  ba,  

или  baНОД , .  
Если  baНОД , , то целые числа а и b называют взаимно-простыми. 
Теорема 2 Если сbqa  , то    cbНОДbaНОД ,,  . 



 

4 
 

Для отыскания  baНОД ,  при ba   применяется алгоритм Евклида, осно-
ванный на теореме 2. Этот алгоритм был изложен в знаменитых книгах Евклида 
«Начала» в III веке до н.э. 

Алгоритм Евклида для вычисления  baНОД ,  
1  Вычислим  r – остаток от деления числа a на b, rbqa  , br 0 .  
2 Если 0r , то b – искомое число.  
3 Если 0r , заменим пару чисел  ba,  парой  rb,  и перейдем к шагу 1. 
Общая схема алгоритма Евклида выглядит следующим образом:  

10 rbqa  , br  10 , 
211 rqrb  , 120 rr  , 

3221 rqrr  , 230 rr  , 
……………….. 

nnnn rqrr   112 , 10  nn rr , 
nnn qrr 1 ,  

  ., nrbaНОД   
Заметим, что на некотором этапе получается остаток, не равный нулю, по-

этому процесс деления заканчивается. В противном случае мы имели бы беско-
нечную убывающую последовательность натуральных чисел ...21  rrb , что 
невозможно. Таким образом,  baНОД ,  равен последнему не равному нулю 
остатку алгоритма Евклида. 

Пример Найти с помощью алгоритма Евклида  1941,2004НОД . 
2004 = 1941· 1 + 63, 1941 = 63 · 30 + 51, 

53 = 51 · 1 + 12,  51= 12 · 4 + 3, 12 = 3 · 4. 
Итак,   31941,2004 НОД . 
Пример Найти с помощью алгоритма Евклида  108,603НОД . 

603=5·108+63, 108=1·63+45, 
63=1∙45+18, 45=2∙18+9, 

18=2∙18+0. 
Получаем   9108,603 НОД . 
Замечание При вычислении  baНОД ,  с помощью алгоритма Евклида бу-

дет выполнено не более 5p операций деления с остатком, где p - количество 
цифр в десятичной записи меньшего из чисел a и b. 

Алгоритм нахождения НОД нескольких чисел  nаааНОД ,...,, 21  
Нахождение наибольшего общего делителя трех и большего количества 

чисел может быть сведено к последовательному нахождению НОД двух чисел: 
,),( 121 dаaНОД  ,),( 231 dаdНОД  ,...,),( 342 dаdНОД   

  .,...,,),( 1212   nnnn dаааНОДаdНОД  
Линейная форма НОД Пусть   dbaНОД , . Тогда Zyx  ,  такие, что 

dbyax  . Эта запись называется линейной формой  baНОД , . Числа yx,  
называются коэффициентами линейной формы. 
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Теорема (Соотношение Безу)  Если a и b одновременно не равны нулю, 
то существуют целые числа yx, , называемые коэффициентами Безу, такие 
что   byaxbaНОД , . 

Расширенный алгоритм Евклида 
С помощью этого алгоритма можно найти не только  baНОД , , но и ли-

нейную форму НОД: 
11001 )(1 byaxqbabqar  , 

2210110112 )1()()( byaxqqbqaqbqabqrbr  , 

,)()1(
))1()((

332102021

210102213

byaxqqqqqbqqa
qqqbqabqaqrrr




 

…………………………………………. 
  ., 112 nnnnnn byaxqrrrbaНОД    

Теорема (Ламе) Вычисление НОД чисел а и b с помощью алгоритма Ев-
клида требует не более 5р операций деления с остатком, где р - количество 
цифр в десятичной записи меньшего из чисел а и b. 

Пример С помощью расширенного алгоритма Евклида найти  baНОД ,  и 
его линейную форму, если 3367a ,  1001b .  

 Результат вычислений приведен в таблице 1. Проследите за вычислениями 
в последнем столбце таблицы (снизу вверх). На последнем шаге (в верхней 
строке) получаем выражение, которое позволяет получить линейное представ-
ление НОД: 

 1010013336791  . 
Таблица 1 – Прямой и обратный ход расширенного алгоритма Евклида 

Первое 
число 

Второе 
число 

Деление нацело Обратный ход алго-
ритма Евклида 

3367 1001 3367 = 10013+364
 

91 = (3367–10013) 3–
 10011 = 

= 33673+1001(–10) 
364 1001 1001 =3642+273 91 = 364–(1001 – 

3642) = 3643–10011 
364 273 364 = 2731+91 91=364–2731 
91 273 273 = 913+0 0 

Теорема 3 Числа a и b взаимно просты тогда и только тогда, когда суще-
ствуют целые числа yx,  такие, что 1 byax . 

 

§ 2 Простые числа 
 
Простым числом p называется целое число, которое не имеет никаких де-

лителей кроме 1 и самого себя. 
Число 1 (единица) рассматривается особо, оно не является ни простым, ни 

составным.  
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В 1876 г. Француз Люка доказал, что  число  12127   – простое и 75 лет оно 
оставалось наибольшим из известных простых чисел. 

В настоящее время составлены таблицы всех простых чисел, не превосхо-
дящих 50 млн. Существует бесконечно много простых чисел. В криптографии, 
особенно в криптографии с открытыми ключами используют большие простые 
числа порядка 512 бит и более. 

Один из самых старых и известных алгоритмов проверки простоты числа – 
проверка делением: если число 1n  не делится ни на одно простое число 
меньшее или равное n , то n  – простое число.   

Основная теорема арифметики (теорема факторизации) Всякое целое 
число, отличное от -1, 0 и 1, единственным образом (с точностью до порядка 
сомножителей) разложимо в произведение простых чисел. 

Каноническое разложение Любое целое положительное число n может 
быть представлено в канонической форме, т.е. в виде произведения некоторых 
простых чисел в соответствующих степенях, а именно: 

kn
k

nn pppn ...21
21 ,  

где kppp ,...,, 21  – простые числа, knnn ,...,, 21  – целые положительные числа.  
Функция Эйлера  n  – это количество положительных целых чисел, 

меньших n и взаимно простых с  n.  
Очевидно, что   26  , так как из чисел 1, 2, 3, 4, 5  только  1 и 5 являются 

взаимно простыми с числом 6. 
Пусть kn

k
nn pppn ...21
21  – каноническое разложение числа n, тогда справедли-

ва формула Эйлера: 

  .11...1111
21





























kppp
nn  

В частности,  
  1 pp ,    11   ppp  . 

Очевидно, что если pqn  , где p и q – простые числа, т.е.   1, qpНОД , то  
     qpn    или     11  qpn . 

Пример Вычислим значение функции Эйлера  1001 . 
Очевидно, что 131171001  . Тогда 

            .72011311117131171001    
Каноническое разложение чисел a и b можно использовать для нахождения 
 baНОД , .  
Теорема Пусть каноническое разложение натуральных чисел a и b имеет 

вид: 
m

mpppa  ...21
21 , m

mpppb  ...21
21 , 

где 0i , 0i . Тогда  
       mm

mpppbaНОД  ,min,min
2

,min
1 ..., 221 . 
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Замечание 1 Если простое число ip  входит в одно из разложений, а в дру-
гое – нет, то дополнительный сомножитель ip  следует вставить в нулевой сте-
пени в то разложение, где его нет. 

Замечание 2 Очевидно, что НОД нескольких чисел произведению степе-
ней вида p , где  р – простой делитель всех этих чисел,   – наименьший из по-
казателей, с которыми р входит в их канонические разложения. 

Пример Пусть 1200500а , 72342816b . Имеем 
432 752 а , 3315 13732 b  

или 
04302 137532 а , 33015 137532 b . 

 Тогда   137272137532, 3203002 bаНОД . 
 

§ 3 Теория сравнений 
 

Если a является целым, а z – положительным целым числом, то za mod  
определяется как остаток от деления a на z. Тогда для любого целого числа a 
можно написать    zazzaa mod/  , где  za /  –  наибольшее целое число, не 
превышающее za / . 

Пример Очевидно, что 47mod11  , так как   471477/1111  . 
Два целых числа a и b называются сравнимыми по модулю m, если  

mbma modmod   или  mba mod . 
Пример  23mod473  , так как остатки от деления чисел 73 и 4 на 23 сов-

падают. 
Можно утверждать, что целые числа a и b являются сравнимыми по моду-

лю  m, если выполняется одно из утверждений: 
1   ;mba   
2 21,qq , что rmqa  1 , ;2 rmqb   
3 q , что .bmqa   
Иногда число b называют вычетом а по модулю m. Операция ma mod  

называется приведением по модулю, она эквивалентна отысканию вычета а по 
модулю m (остатка от деления а на модуль m). 

Пример 
1  3mod58  , так как 358   и .33  
2  5mod212  , так как 10212   и .510  
3  2mod73  , так как 473   и .24  
4  5mod311  , так как 8311   и .58  

Свойства сравнений 
Теорема 1 Имеют место следующие утверждения: 
1) если   mba mod  и Zk , то  mbkak mod ;  
2)   если  mbkak mod  и числа mk,  взаимнопросты, то  mba mod ; 
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3) если  mba mod  и Nk , то  mkbkak  mod ; 
4) если  mkbkak  mod  и Nmk , ,то  mba mod ; 
5) если  mba mod  и  mdc mod , то  mdbca mod ; 
6) если  mba mod  и  mdc mod , то  mdbca mod ; 
7) если  mba mod  и Nn , то  mba nn mod . 
Теорема 2 Любое слагаемое в левой или правой части сравнения можно 

перенести в другую часть с противоположным знаком, т.е. если 
 mcba mod , то  mbca mod . 

Теорема 3 В сравнениях по модулю m  можно отбрасывать или добавлять 
слагаемые, делящиеся на число m , т.е., если, например, mc  и  mba mod , то 

 mbca mod  или  mcba mod . 
Для однозначности операции приведения по модулю, как правило, рас-

сматривают положительные вычеты.  
Множество чисел от 0 до 1m  называют полной системой вычетов по 

модулю m. Это означает, что для любого целого числа а его остаток от деления 
(вычет) на модуль m является некоторым числом из этой системы. 

Арифметика остатков 
        ;modmodmodmod mmbmamba   
        ;modmodmodmod mmbmamba   
        .modmodmodmod mmbcmacmcba   
Пример  

       .23mod123mod3mod12583mod3413mod1258341   
Малая теорема Ферма Для любого простого р и любого 1a , не деляще-

гося на р, справедливо сравнение 
 pa p mod11  . 

Теорема Эйлера Для любого модуля m и любого 1a , взаимно простого с 
m, справедливо сравнение 

   ma m mod1 . 
Решение сравнений 1-й степени методом Эйлера 
Пусть задано сравнение  

)(modmbax  ,  где 1),( maНОД . 
По теореме Эйлера  

)(mod1)( ma m 
 или )(mod)( 1)( mbbaa m  . 

Сравнивая это выражение с исходным, получаем 
)(mod1)( mbax m   . 

Рассмотрим сравнения первой степени: 
)(modmbax  . 

 если   1, maНОД , то сравнение имеет единственное решение 
)(mod1)( mbax m   ; 

 если   dmaНОД ,  и bd , то сравнение не имеет решений; 
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 если   dmaНОД ,  и bd  , то сравнение имеет d решений. 
Пример Решить сравнение )9(mod57  x . 
Применим теорему Эйлера: 

)9(mod17 )9(  , 6)9(  , )9(mod176  . 
Умножим обе части сравнения на 57 : 

)9(mod7577 55  x , )9(mod757 56  x , )9(mod75 5x  
или  

)9(mod)2()4( 5x , )9(mod128x , )9(mod2x . 
Можно сразу же по общей формуле записать:  

)9(mod75 1)9(  x . 
Отметим, что метод решения сравнения, основанный на применении тео-

ремы Эйлера, нельзя отнести к рациональным методам решения сравнений. 
Очевидно, что сравнение )(modmbax   равносильно диофантову уравне-

нию 1myax . Так как   1, maНОД , то это уравнение можно решить с по-
мощью расширенного алгоритма Евклида. 

Пример Решить сравнение )4(mod39  x . 
Так как     14,9,  НОДmaНОД , сравнение имеет единственное решение. 

Используя свойства сравнений, получаем 
)4(mod13  x . 

Это сравнение равносильно уравнению 143  уx , решая которое с помо-
щью расширенного алгоритма Евклида, получаем 1x , 1у . 

Таким образом,  
 4mod3)4(mod1 x . 

Пример Решить уравнение 29123  yx . 
Так как 1)1,23( НОД , то уравнение имеет решение в целых числах. Учи-

тывая, что 23 - целое положительное число, его можно принять за модуль соот-
ветствующего сравнения, получим 

)23(mod291  y . 
Прибавляя к левой части сравнения число y92 , кратное модулю, прихо-

дим к сравнению 
)23(mod2y , т.е. ky  332 , где Zk  .  

Подставив полученное значение y  в данное уравнение, после простейших 
преобразований находим, что  

kx  918 , где Zk  . 
Тогда общее решение данного уравнения можно записать в виде: 

kx  918 , ky  232 , где Zk  . 
Вычисление степени некоторого числа по модулю 
Непосредственное вычисление выражения ma n mod  представляет собой 

простую последовательность умножений и делений, но такой способ не- при-
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емлем для больших степеней. Существуют специальные приемы, ускоряющие 
эту операцию, минимизируя количество умножений по модулю. 

а) алгоритм быстрого возведения в степень по модулю 
Пусть требуется вычислить  ma n mod .  
1 Представим число n  в двоичной системе счисления:  22110 ... kbbbn  , где 
 1,0ib .  
2 Заполним следующую таблицу: 

 
 
 
Здесь  

аa 0 , 












 1,mod

,0,mod

1
2

1
2

1
ii

ii
i bmaa

bma
a   для 0i . 

Тогда искомый результат появится в последней ячейке второй строки таб-
лицы. 

Пример Вычислить 7mod529 .  
Имеем 210 1110129  . Заполним таблицу согласно приведенному алгоритму: 

 
 
 
Здесь  

50  аa , 67mod5257mod2
01  ааa , 

57mod5367mod2
12  ааa , 47mod257mod2

23  аa , 
.37mod5167mod2

34  ааa  
Тогда 37mod529  . 

Пример Вычислить 1003mod2199 .  
Имеем 210 11000111199  . Заполним таблицу согласно вышеприведенному 

алгоритму: 
 
 
 
Тогда  

2471003mod2199  . 
Можно представить этот алгоритм иначе: 
1) запишем число n  в двоичной системе счисления: 

kr
r bbbn   2...2 10 , 

где ib , ki ,1 , – цифры в двоичном представлении, равные 0 или 1, 10 n .  
2) положим аа 0  и затем для ki ,1  вычислим  

 maaа ib
ii mod2

1   . 
3) rа – искомый вычет man mod . 

b 0b  1b  … 
kb  

a 0a  1a  … 
ka  

b 1 1 1 0 1 
a 5 6 5 4 3 

b 1 1 0 0 0 1 1 1 
a 2 8 64 84 35 444 93 247 
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б) цепочка сложений 
Можно произвести возведение в степень как ряд последовательных умно-

жений, выполняя каждый раз приведение по модулю: 

      .modmod...modmodmodmod
222222 mmmmmama

n

n

  






  

Если показатель не является степенью 2, то его нужно представить в виде 
произведения степеней с показателями, являющимися степенями 2:  

   maaama knnnn mod...mod 222 21  , где nnnn k  ...21 . 
Пример 

          
             
     

.7mod37mod52

7mod57mod7mod7mod57mod7mod57mod5

7mod55557mod55557mod5555

7mod55557mod55557mod5

2222

2222
22222

2
222222

22222
2222481629









 





 

в) понижение показателя при помощи теоремы Эйлера 
Пусть 1),( maНОД  и  mn  . Тогда имеет место равенство 

  .rqmn   
Отсюда 

    .modmodmodmod mamaamama rrqmrqmn   
 

 
Пример  Вычислить 7mod529 . 
Имеем 29n ,  7m , 5a , причем   67  ,   1, mаНОД . Тогда   

  54629  rqmn  , т.е.  5r .  
Отсюда  

  
    

.37mod52
7mod57mod47mod57mod7mod5

7mod557mod57mod57mod5
222

22554629




 

 

Пример Найти остаток от деления числа 283  на 7. 
Так как )7(mod136  , то 

  )7(mod48133333 444644628   . 
Очевидно, что искомый остаток равен 4. 
Пример Найти остаток от деления 132243  на 34. 
Имеем )34(mod5243 . Так как 1)34,5( НОД , то согласно теореме Эйлера 

)34(mod15 )34(   или )34(mod1516  . 
Тогда  

).34(mod1362515)5(55243 848164816132132     
Следовательно, искомый остаток равен 13. 
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Пример Вычислить последние две цифры числа 19881988 . 
Последние две цифры числа образуют остаток при делении этого числа на 

100, т.е.  
)100(mod19881988 x , где 1000  x . 

Так как  
)100(mod12881988  , 

то  
)100(mod121988x . 

Очевидно, что ,4)100,12( НОД  поэтому теорему Эйлера применить нель-
зя. Положим yx  4 , имеем 

)254(mod12124 1987  y . 
Отсюда  

)25(mod123 1987y . 
Применяем теорему Эйлера:  

1)25,12(  , )25(mod112 )25(  ,  
20)25(  , )25(mod11220  . 

Тогда  
)25(mod12312)12(3 779920 y . 

Так как 
)25(mod6144122  ,  

то  
)25(mod11)6(12 24  , )25(mod241211)6(31212123 42 y . 

Значит, )100(mod96x , т.е. 9 и 6 - последние две цифры числа 19881988 . 
Пример.  Девятая степень однозначного числа n  оканчивается цифрой 7; 

найти это число. 
Так как девятая степень числа n  оканчивается цифрой 7, то остаток от де-

ления 9n  на 10 должен быть равен 7, т.е. справедливо сравнение: 
)10(mod79 n . 

Так как 1)10,7( НОД , то 1)10,( nНОД . Воспользовавшись теоремой Эй-
лера, получим  

)10(mod1)10( n , )10(mod14 n или )10(mod18 n . 
Тогда сравнение )10(mod79 n  примет вид:  

)10(mod7n . 
Так как по условию n  определяется однозначно, выбираем наименьший 

положительный вычет, т.е. 7n . 
 

§4 Системы сравнений 
 

Одним из важных результатов теории чисел является так называемая ки-
тайская теорема об остатках. По существу эта теорема утверждает, что можно 
восстановить целое число по множеству его остатков от деления на числа из 
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некоторого набора попарно взаимно простых чисел. Эта теорема была описана 
в трактате китайского математика Сунь Цзы, предположительно датируемом III 
веком н.э. 

Китайская теорема об остатках. Если числа naaa ,...,, 21  попарно взаимно 
просты, то для любых остатков nrrr ,...,, 21  таких, что ii ar 0 , ni ,1 , найдётся 
число N , которое при делении на ia , даёт остаток ir  при всех ni ,1 .  

Рассмотрим систему сравнений следующего вида: 
 
 

 















,mod
.......................

,mod
,mod

22

11

kk max

max
max

 

Если модули 1 2, ,..., km m m  попарно взаимно просты, система совместна и 
имеет единственное решение. 

Обозначим kmmmM  ...21  и выберем kyyy ,...,, 21  так, что  
 
 

 














,mod1
....

,mod1
,mod1

222

111

kkk myM

myM
myM

 где 
i

i m
MМ  , ki ,1 .  

Тогда решение системы будет иметь вид:  
kkk ayMayMayMМx  ...mod 222111 . 

Пример. Решить систему сравнений  
 
 
 













.15mod3
,11mod1

,8mod7

x
х
x

 

Очевидно, что модули 15,11,8 321  ттт попарно взаимно просты, т.е. 
данная система совместна и имеет единственное решение.  

Вычисляем  
.132015118321  тттM  

Тогда 
,165

8
1320

1
1 

m
MM ,120

11
1320

2
2 

m
MM .88

15
1320

3
3 

m
MM  

Рассмотрим вспомогательную систему сравнений: 
 
 
 












333

222

111

mod1
,mod1

,mod1

myM
myM
myM

 или 

 
 
 












.15mod188
,11mod1120

,8mod1165

3

2

1

y
y
y

 

Очевидно, что последняя система эквивалентна следующей: 
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.15mod113
,11mod110

,8mod15

3

2

1

y
y

y
 

Находим 
51 у , 102 у , 73 у . 

Получаем  
     .1320mod11431320mod378811012075165 х  

 

§ 5 Квадратичные вычеты. Символы Лежандра и Якоби 
 

Рассмотрим сравнение 
)(mod2 pax  , 

где p  - простое число, причем 1),( paНОД , pa 1 , 2p . 
Число a называется квадратичным вычетом по простому модулю p, если 

данное сравнение разрешимо, т.е. имеет решение, и называют квадратичным 
невычетом по этому модулю, если  сравнение неразрешимо. 

Если a - квадратичный вычет по модулю p, полученный возведением в 
квадрат числа x, то это же число будет получено возведением в квадрат числа 

 pxpx mod . Поэтому все квадратичные вычеты по модулю p можно 
найти возведением в квадрат чисел 1, 2, 3,...,(p–1)/2. Таким образом, для любого 
нечетного числа p имеется ровно (p–1)/2

 
квадратичных вычетов и столько же 

квадратичных невычетов. 

Если pqn  , где p и q - простые числа, то существует   
4

11  qp   квадра-

тичных вычетов по модулю n. 
Пример Очевидно, что число 2 является квадратичным вычетом по моду-

лю 7, так как  7mod21642  .  
Заметим, что сравнение  7mod22 x

 
имеет еще и другое решение 

 7mod2932  . Число 3 является квадратичным невычетом по модулю 7, так 
как сравнение  7mod32 x  решений не имеет. В этом можно убедиться после-
довательным перебором полной системы вычетов  6,5,4,3,2,1,0x .  

Пример. Найдем все квадратичные вычеты и невычеты по модулю 17p . 
Количество вычетов определяем по формуле: 

8
2

117
4

1





p . 

Легко проверить, что  
 17mod112  ,  17mod422  ,  17mod932  ,  17mod1642  , 
 17mod852  ,  17mod262  ,  17mod1572  ,  17mod1382  , 
 17mod1392  ,  17mod15102  ,  17mod2112  ,  17mod8122  , 
 17mod16132  ,  17mod9142  ,  17mod4152  ,  17mod1162  . 
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Отсюда видно, что числа 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 являются квадратичными 
вычетами по модулю 17, а 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14  являются квадратичными не-
вычетами по модулю 17. 

Символ Лежандра 







p
a  определяется для всех целых чисел a , которые не 

делятся на простое число 2p , равенством:  















pмодулюпоневычетыйквадратичнестьaесли

pмодулюповычетыйквадратичнестьaесли
p
a

,1
,,1 . 

Иногда символ Лежандра дополняют для чисел ра  , полагая 0







р
а .   Ис-

пользуется и иное обозначение  раL , . 
При помощи критерия Эйлера, можно показать, что   

)(mod2
1

pa
p
a p








 . 

Свойства символа Лежандра: 

1) Если )(mod pba  , то  
















p
b

p
a ; 

2) 1
2









p

a ; 

3) 11









p

; 

4) 2
1

)1(1 








  p

p
;  

5) 

































p

a
p
a

p
a

p
aaa kk ...... 2121 ;  

6) 8
12

)1(2 








 p

p
; 

7) Закон взаимности квадратичных вычетов для простых, нечетных q, p:  

















 




p
q

q
p qp

2
1

2
1

)1(  или 2
1

2
1

)1(




















 qp

p
q

q
p . 

Следствие: 
1) 

















p
a

p
ab2  для всех b ,   1, раНОД ; 

2) 
kk

p
a

p
a

















 ; 

3) если m
mpppa  ...21

21 , то 
kk

n

k

nnn
k

nn

p
p

p
p

p
p

p
ppp



































  ...... 2121

2121 . 
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Обобщением символа Лежандра является символ Якоби для любого числа 
а и составного нечетного модуля m.

 Пусть 1m  – нечетное число и kpppm  ...21  – его каноническое разло-
жение его на простые множители, среди которых могут быть и равные.  

Если 1),( maНОД , то символ Якоби  maJ ,  определяется равенством:  

  


























kp
a

p
a

p
amaJ ...,

21

. 

Известные свойства символа Лежандра дают возможность установить ана-
логичные свойства и для символа Якоби. 

Свойства символа Якоби: 
1)     1,0,  mаНОДmaJ ; 
2)      mbJmaJmabJ ,,,  ; 
3)      naJmaJmnaJ ,,,  , где   1, mnаНОД ,

 
nm,  – нечетные натуральные 

числа;  
4)    nbJnaJpba ,,)(mod  ;  
5)   1,1 тJ ;  

6)     2
1

1,1



т

тJ ; 

7)     8
12

1,2



т

тJ ; 

8)      mnJnтJ
nт

,1, 2
1

2
1 




 , где   1, mnаНОД ,
 

nm, - нечетные натуральные 
числа. 

Пример Вычислить символ Лежандра 







73
47 . 

Применяя свойства Лежандра и закон взаимности, находим  

     

  .11
13
2

13
2

13
8

13
4711

47
13

47
2

47
26

47
731

73
47

8
1132

236
8

1473623

2

2









































































 

Пример Вычислить символ Якоби  255,131J . 
Очевидно, что .1753255   Имеем 

       .17,1315,1313,131255,131 JJJJ   
Вычислим каждый сомножитель отдельно: 

    ,11
3
23,131 8

132











J   ,1
5
15,131 





J  

   

.1
3
2

3
17

1
3

17
17
3

17
3

17
2

17
1217,131 2

13
2

117
2


























































J

 

Итак,  
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            .111117,1315,1313,131255,131  JJJJ  
 

§ 6 Тестирование чисел на простоту 
 

Задачи проверки простоты натурального числа и построения больших про-
стых чисел имеют важные приложения в криптографии. Пусть Nn . Как про-
верить, является ли число n простым? 

Существует две группы алгоритмов проверки на простоту: детерминиро-
ванные и вероятностные. 

Детерминированный алгоритм всегда действует по одной и той же схеме 
и гарантированно решает поставленную задачу (или не дает никакого ответа).  

Вероятностный алгоритм использует генератор случайных чисел и дает 
не гарантированно точный ответ. Вероятностные алгоритмы в общем случае не 
менее эффективны, чем детерминированные. Если используемый генератор 
случайных чисел всегда дает набор одних и тех чисел, зависящих от входных 
данных, то вероятностный алгоритм становится детерминированным.  

1  Детерминированные алгоритмы проверки простоты чисел 
1) Решето Эратосфена 
Одной из самых больших загадок математики является расположение и 

количество простых чисел в ряду всех натуральных чисел. В этих подсчетах 
весьма полезным оказался метод, восходящий еще к древнегреческому ученому 
Эратосфену (III век до н.э). Он придумал для этого алгоритм, известный, как  
«решето Эратосфена». 

Начнем с простого числа 2. Будем выбрасывать каждое второе число, 
начиная с 2 (кроме самого числа 2), т.е. чётные числа 4, 6, 8, 10 и т.д., подчер-
кивая каждое из них. После этой операции первым неподчёркнутым числом бу-
дет число 3. Оно простое, так как не делится на 2. Оставив число 3 неподчёрк-
нутым, будем подчеркивать каждое третье число после него, т.е. числа 6, 9, 12, 
15…; некоторые из них уже были подчеркнуты, поскольку они являются чёт-
ными. На следующем шаге первым неподчёркнутым числом окажется число 5; 
оно простое, так как не делится ни на 2, ни на 3. Оставим число 5 неподчёркну-
тым, но подчеркнем каждое пятое число после него, т.е. числа 10, 15, 20, 25…; 
как и раньше, часть из них уже оказалась подчёркнутой. Теперь наименьшим 
неподчёркнутым числом окажется число 7. Оно простое, так как не делится ни 
на одно из меньших его простых чисел 2, 3, 5. Повторяя этот процесс, мы полу-
чим последовательность неподчёркнутых чисел; все они (кроме числа 1) явля-
ются простыми. 

Так как во времена Эратосфена писали на восковых табличках и не вычер-
кивали, а «выкалывали» цифры, то табличка после описанного процесса напо-
минала решето. Поэтому метод Эратосфена для нахождения простых чисел по-
лучил название «решето Эратосфена». 

Алгоритм: 
1 Создать список последовательных натуральных чисел от 2 до n. 
2 Пусть  – первое простое число. 
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3 Зачеркнуть все последующие числа в списке с разницей в p, т.е. 2p, 3p, 
4p и т.д. В случае 2p  это будут числа 4, 6, 8 и т.д. 

4 Поменять значение p на первое не зачеркнутое число после p. 
5 Повторить шаги 3-4 пока np 2 . 
6 Все оставшиеся не зачеркнутыми числа - простые. 
2) Метод пробных делений 
Разделим число Nn  последовательно на числа n...,,.3,2 . Если при ка-

ком-нибудь делении мы получим нулевой остаток, то число n  – составное, а 
делитель и частное являются его сомножителями. В противном случае, число  
n  –  простое. 

Каково время работы этого теста? Очевидно, необходимо выполнить n  
делений, поэтому время проверки простоты данного числа равно  nO . Эта 
оценка не является полиномиальной, поскольку, если учитывать длину  nL  за-
писи n , она принимает вид   2/2 mLO . Таким образом, это экспоненциальный 
тест, т.е. он очень медленный. Поэтому уже для чисел порядка 4030 1010   он не 
применим. Заметим, что данный тест, кроме проверки на простоту, находит и 
сомножители составного числа. 

3) Метод Вильсона 
Теорема Вильсона Выражение  

   nn mod1!1   
справедливо тогда и только тогда, когда n –  простое.  

Замечание Необходимость использования факториала  !1n  является 
большим недостатком этого теста, поскольку метод, известный, как «решето 
Эратосфена», оказывается очень быстрым по сравнению с проверкой делимо-
сти числа   1!1n   для больших значений n. Если n имеет 100 цифр, то  !1n  
состоит примерно из 102100  цифр. 

4) Метод Лукаса  
Тест Лукаса Пусть n – простое число. Тогда существует натуральное чис-

ло b , nb  , порядок которого по модулю n  равен 1n , т.е.  
 nbn mod11  , 

причем никакая меньшая степень числа b  не сравнима с  nmod1 . 
Следующая теорема является обратным утверждением. 
Теорема Пусть n – целое число, 2n . Если существует число b , nb  , та-

кое, что порядок b  по модулю n  равен 1n , т.е.  
  nnb mod1 , 

то n – простое число. 
2  Вероятностные алгоритмы проверки простоты чисел 
Все приведенные выше тесты являются детерминистическими, т.е.  для за-

данного числа n мы всегда получаем ответ, является ли оно простым или со-
ставным. Если заменить слово «всегда» на выражение «с некоторой вероятно-
стью», то оказывается возможным построить вероятностные тесты на про-
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стоту, которые работают за полиномиальное время. Такие тесты называют те-
стами «псевдопростоты». 

Пусть Nn , n – нечетное, 1n . Вероятностный тест на простоту прово-
дится следующим образом. Выбирается случайное значение Na , na 1 , и 
для него проверяется выполнение некоторых условий. Если какое-то из условий 
не выполнено, то число n – составное, поскольку для простых чисел эти усло-
вия являются необходимыми. Если же все условия выполнены, то из этого еще 
не следует простота n. Однако можно будет считать, что «n – простое число с 
некоторой вероятностью». Кроме того, обычно доказывают оценку снизу для 
этой вероятности. Чем больше значений a мы протестируем, тем ближе эта ве-
роятность к единице. 

Более точно, под тестом «псевдопростоты» мы будем понимать тест, 
применяемый к паре целых чисел  nа, , обладающий следующими свойствами:  

1) тест может выдавать следующие ответы: «n – составное число» или 
«ответ не удалось определить»; 

2) если тест выдал ответ «n - составное число», то  n – составное; 
3) время выполнения теста полиномиально зависит от L(n) –  числа бит в 

двоичном представлении n.  
Для хорошего теста «псевдопростоты» существует фиксированное поло-

жительное вещественное число a, такое, что для любого составного числа n 
тест выдает ответ «составное», по крайней мере, для an выборов различных 
значений Na , na 1 . 

Кроме того, мы будем говорить, что целое число n является простым с боль-
шой вероятностью, если мы подвергли его хорошему тесту псевдопростоты и по-
лучили ответ «не удалось определить» для всех оснований a. 

1) Первый вероятностный тест 
Для заданного значения n выберем случайным образом b , nb 1 . Если  

nb |  (b  делит n ), то тест выдает ответ «n – составное число», в противном слу-
чае  - «не удалось определить». 

Вероятность того, что выдается ответ «n – составное число»  равна вероят-
ности того, что nb | . Если  nd  - число делителей n, а b  – случайно выбранное 
число в пределах nb 1 , то вероятность этого равна   nndp /2 .  

Очевидно, что это очень слабый тест. 
2) Второй вероятностный тест 
Для заданного значения n выберем случайным образом b , nb 1 . Если  
  1, nbНОД , то тест выдает ответ «n  – составное число», в противном случае  

– «не удалось определить». 
Если n  – составное число, то количество чисел nb  , для которых тест вы-

дает ответ «n – составное число» равно  nn  . Это количество велико, если n 
имеет маленькие простые делители. Если pqn  , где q,p  – большие простые 
числа, то доля хороших оснований очень мала. Таким образом, этот тест не 
лучше предыдущего. 
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3) Тест на основе малой теоремы Ферма 
Теорема Если n простое, то для любого целого a выполнено сравнение  

naan mod . 
 Если этом 1),( nаНОД , то 

nan mod11 
                                                 (*). 

Из этой теоремы следует, что если сравнение не выполнено хотя бы для 
одного числа a, 11  na , то n - составное.  

Тест является эффективным для обнаружения составных чисел. Можно 
предложить следующий вероятностный алгоритм: 

 выбираем случайное число a, 11  na , и проверяем с помощью алго-
ритма Евклида выполнение условия 1),( nаНОД ; если это условие не выпол-
няется, то n - составное; 

 если 1),( nаНОД , то проверяем выполнимость сравнения (*); если 
сравнение не выполняется, то n - составное; если сравнение выполняется, то от-
вет не известен, т.е. тест выдает ответ  «не удалось определить». В этом случае 
можно повторить тест еще раз. 

Если выполняется сравнение (*), то говорят, что число n является псевдо-
простым по основанию а. Существует бесконечно много пар (a, n), где n - со-
ставное и псевдопростое по основанию а. 

Этот тест гораздо лучше двух предыдущих, но и он несовершенен, по-
скольку для всех псевдопростых по основанию b  чисел он выдает ответ «не 
удалось определить».    

Пример  Очевидно, что 
  ,341mod1341mod1024341mod2341mod2341mod2 3434103401341   

но 3111341  .  
Таким образом, число 341 является псевдопростым по основанию 2.  
Из следующей теоремы следует, что существует бесконечно много  псев-

допростых по основанию 2 чисел. 
Теорема Если n - псевдопростое число по основанию 2, то число 12 n . 

также является  псевдопростым по основанию 2. 
Особый случай составляют составные числа n, называемые числами Кар-

майкла, для которых при всех основаниях Za  выполняется сравнение (*).  
Минимальные кармайкловы числа - это 561, 1105, 1729, … Множество 

кармайкловых чисел бесконечно. 
Теорема Пусть k

kpppn  ...21
21  - представление целого числа n в виде про-

изведения степеней простых чисел. Число n является кармайкловым тогда и 
только тогда, когда  

1) для всякого i  показатель степени 1i ; 
2) 3k ; 
3) для всякого i  число 1ip  делит 1n . 
Пример Покажем, что число 561 является кармайкловым.  
Действительно, 17113561  . Очевидно, что 
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  560|13 ,   560|111 ,   560|117 . 
Число 561 удовлетворяет условиям теоремы, т.е. является кармайкловым. 

Таким образом, при применении теста на основе теоремы Ферма может 
возникнуть три ситуации: 

  число n – простое и тест всегда дает ответ «не известно»; 
  число n – составное и не является числом Кармайкла, тогда с вероятно-

стью 21  тест дает ответ «n – составное»; 
  число n –  составное и является числом Кармайкла, тогда тест всегда да-

ет ответ «неизвестно». 
Наличие третьей ситуации является очень неудобным свойством данного 

теста. Для кармайкловых чисел тест простоты, основанный на теореме Ферма, 
не работает. Тем не менее, его модификация, предложенная Рабином, приме-
нима к любым целым числам.  

4) Тест Рабина-Миллера 
Теорема 1 Пусть n – нечетное составное число, tn r21 , где t – нечетно. 

Тогда количество целых чисел a, 10  na , удовлетворяющих условиям:  
1) 1),( nаНОД ; 
2) nat mod1  или  k , число, rk 0 , что na tk mod12    

не превышает 4n . 
Теорема 2 Если тест Рабина-Миллера выдает ответ «n - составное число», 

n действительно является составным. Вероятность ответа «не удалось опреде-
лить» для составного числа n не превосходит 1/4. 

Замечание Если n – простое, то условия 1 и 2 теоремы 1 выполняются для 
всех a, 10  na . Если же n – составное, то для случайно выбранного a из 
промежутка 10  na  вероятность выполнения обоих условий теоремы 1 не 
превосходит 1/4.  

Поэтому, если для k случайных значений a мы проверим выполнение усло-
вий теоремы и не обнаружим, что n – составное, то будем считать, что  
n – простое с вероятностью, не меньшей, чем  k411 . 

Таким образом, если мы 100 раз применим тест Рабина-Миллера к числу n 
и получим 100 вариантов ответа «не удалось определить», то можно с большой 
вероятностью утверждать, что число n – простое. Более точно, вероятность по-
лучения ста ответов «не удалось определить» для составного числа не превы-
шает  1004/1 , т.е. практически равна нулю. Тем не менее, этот тест не дает дока-
зательства того, что число n - простое. 

Можно предложить следующий вероятностный тест простоты: 
 выбираем случайное число a, 11  na , проверяем с помощью алго-

ритма Евклида выполнение условия 1),( nаНОД ; если оно не выполняется, то 
n – составное; 

 если 1),( nаНОД , то находим разложение tn r21 , определяем пара-
метр rk 0  и вычисляем ta  для 0k ; 
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 если nat mod1 , то ответ не известен, тест можно повторить еще раз; 
 в противном случае вычисляем ta2 ,…, tk

a
12  mod n до тех пор, пока не по-

лучится ответ na tk mod12  ; 
 если ни одно из чисел не равно -1, то n – составное; если мы получили в 

результат -1, то ответ не известен, тест можно повторить тест еще раз. 
5) тест Соловея-Штрассена 
Этот тест основан на квадратичных вычетах. 
Теорема Пусть n – нечетное составное число. Тогда количество целых чи-

сел a, 10  na , удовлетворяющих условиям:  
а) 1),( nаНОД ,  

б)
 

 n
n
aa

n

mod2
1











   

не превышает n/2. 
Следствие Если n – простое, то условия 1 и 2 теоремы, очевидно, выпол-

няются для всех a, 10  na . Если же n – составное, то для случайно выбран-
ного a из промежутка 10  na  вероятность выполнения обоих условий тео-
ремы не превосходит 1/2. Поэтому, если для k случайных значений a мы прове-
рим выполнение условий теоремы и не обнаружим, что 
n – составное, то будем считать, что n – простое с вероятностью, не меньшей 
чем  k2/11 . 

Можно предложить следующий вероятностный тест простоты: 
 выбираем случайное число a, 11  na  и проверяем с помощью ал-

горитма Евклида условие 1),( nаНОД ; если оно не выполняется, то  
n – составное; 

 проверяем выполнимость сравнения (б); 
 если сравнение выполняется, то ответ не известен, можно повторить 

тест еще раз. 
Числа, удовлетворяющие сравнению (**), называются эйлеровымы псев-

допростыми по основанию а. В данном случае для аналога чисел Кармайкла, 
которые  были бы составными и эйлеровыми псевдопростыми для всех элемен-
тов а, здесь нет.  

Данный результат был независимо получен Д. Лемером (1976 г.), Р. Со-
ловеем и В. Штрассеном (1977 г.). Сложность данного теста, как и теста, осно-
ванного на малой теореме Ферма, оценивается величиной  nО 2log . 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

Вариант 1 
 

1 Вычислить значение функции Эйлера φ(2205). 
2  Используя каноническую форму числа, найти 

НОД (25392; 18630; 19872). 
3 Используя расширенный алгоритм Евклида, найти НОД(a; b) и запи-

сать в линейной форме, если а = 9881, b = 10 000. 
4 Найти наименьший положительный вычет 2 052 mod 18 
5 Используя арифметику остатков, найти вычет 

262 310 561 mod 13. 
6 Найти вычет 3153 mod 23, используя цепочку сложений и теорему Эй-

лера. 
7 Найти последние две цифры числа 1462. 
8 Найти последние три цифры числа 9412883. 
9 Решить сравнение 9881x = 1(mod 10 000) с помощью расширенного ал-

горитма Евклида.  
10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об остатках:















.47mod
,1019mod

,513mod
,712mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 19. 
12 Найти символ Якоби J(13 550; 59 427 837). 
13 Проверить «простоту» числа 4087n , используя вероятностные мето-

ды на основе малой теоремы Ферма и теоремы Рабина-Миллера, если случайно 
выбраны для проверки числа a1= 365,  a2=12. 

 
Вариант 2 

 

1 Вычислить значение функции Эйлера φ(2625). 
2 Используя каноническую форму числа, найти 

НОД (22253; 17493; 15827). 
3  Используя расширенный алгоритм Евклида, найти НОД(a;  b) и запи-

сать в линейной форме, если а = 9667, b = 10 000. 
4 Найти наибольший неположительный вычет 1763 mod 18. 
5 Используя арифметику остатков, найти вычет 

404 077 777 (mod   13). 
6 Найти вычет 5130 mod 23, используя  цепочку сложений и теорему Эй-

лера. 
7 Найти последние две цифры числа 1561. 
8 Найти последние три цифры числа 8472106. 
9 Решить сравнение 9667x=1(mod 10 000) с помощью расширенного ал-
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горитма Евклида.  
10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об остат-

ках: 















.47mod
,611mod
,818mod
,725mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 31. 
12 Найти символ Якоби J(31 699; 16 321 513). 
13 Проверить «простоту» числа 4331n , используя вероятностные мето-

ды на основе малой теоремы Ферма и теоремы Рабина-Миллера, если случайно 
выбраны для проверки числа a1= 522,  a2=11. 

 
Вариант 3 

 

1 Вычислить значение функции Эйлера φ(5145). 
2 Используя каноническую форму числа, найти 

НОД (15884; 29716; 10944). 
3 Используя расширенный алгоритм Евклида, найти НОД(a; b) и запи-

сать в линейной форме, если а = 9753, b =10 000. 
4 Найти наибольший отрицательный вычет 2 052 mod 18. 
5 Используя арифметику остатков, найти вычет 

294 906 391 mod 11. 
6 Найти вычет 7151 mod 23, используя цепочку сложений и теорему Эйле-

ра. 
7 Найти последние две цифры числа 1660. 
8 Найти последние три цифры числа 7534485. 
9 Решить сравнение 9 753 x=1(mod 10 000) с помощью расширенного 

алгоритма Евклида.  
10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об остатках:















.37mod
,413mod

,2022mod
,1015mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 23. 
12 Найти символ Якоби J(30 917; 32 152 967). 
13 Проверить «простоту» числа 5251n , используя вероятностные ме-

тоды на основе малой теоремы Ферма и теоремы Рабина-Миллера, если слу-
чайно выбраны для проверки числа a1= 355,  a2=10. 
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Вариант 4 
 

1       Вычислить значение функции Эйлера φ(4725). 
2       Используя каноническую форму числа, найти 

НОД (10647; 12675; 2548). 
3        Используя расширенный алгоритм Евклида, найти НОД(a; b) и 

записать в линейной форме, если а = 9737, b = 10 000. 
4 Найти наименьший положительный вычет 2 052 mod 19 
5 Используя арифметику остатков, найти вычет 

380 275 159 mod 13. 
6 Найти вычет 3215 mod 31, используя цепочку сложений и теорему Эй-

лера. 
7 Найти последние две цифры числа 1859. 
8 Найти последние три цифры числа 6594902. 
9 Решить сравнение 9 737x =1 (mod 10 000) с помощью расширенного 

алгоритма Евклида.  
10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об остат-

ках: 















514mod
,713mod
,1125mod
,1733mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 37. 
12 Найти символ Якоби J(37 543; 25 757 125). 
13 Проверить «простоту» числа 5041n , используя вероятностные ме-

тоды на основе малой теоремы Ферма, теоремы Рабина-Миллера, если случай-
но выбраны для проверки числа a1= 265,  a2=16. 

 
Вариант 5 

 

1 Вычислить значение функции Эйлера φ(3675). 
2 Используя каноническую форму числа, найти 

НОД (11025; 35035; 25025). 
3 Используя расширенный алгоритм Евклида, найти НОД(a; b) и запи-

сать в линейной форме, если а=8577, b= 10 000. 
4 Найти наибольший неположительный вычет 

3681 mod 19. 
5 Используя арифметику остатков, найти вычет 

251 127 409 mod 11. 
6 Найти вычет 5207 mod 37, используя цепочку сложений и теорему Эй-

лера. 
7 Найти последние две цифры числа 2258 
8 Найти последние три цифры числа 5615289

. 
9 Решить сравнение 8 577 x = 1 mod 10 000 () с помощью расширен-
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ного алгоритма Евклида.  
10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об 

остатках: 















.719mod
,1117mod

,523mod
,513mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 19. 
12 Найти символ Якоби J(13 550; 59 427 837). 
13 Проверить «простоту» числа 4717n , используя вероятностные 

методы на основе малой теоремы Ферма и теоремы Рабина-Миллера, если 
случайно выбраны для проверки числа a1= 266,  a2= 13. 

 
Вариант 6 

 

1 Вычислить значение функции Эйлера φ(7875). 
2 Используя каноническую форму числа, найти 

НОД (15048; 12474; 11088). 
3 Используя расширенный алгоритм Евклида, найти НОД(a; b) и записать 

линейной форме, если а = 9337, b = 10 000.  
4 Найти наибольший отрицательный вычет  

5 mod 19. 
6 Используя арифметику остатков, найти вычет 

7 198 034 853 mod 13. 
8 Найти вычет 7183 mod 31, используя цепочку сложений и теорему Эйле-

ра. 
7 Найти последние две цифры числа 2857. 
8 Найти последние три цифры числа 4675699. 
9 Решить сравнение 8 797 x = 1 (mod 10 000) с помощью расширенного 

алгоритма Евклида.  
10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об остат-

ках: 















.57mod
,23mod
,331mod
,323mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 31. 
12 Найти символ Якоби J(31 699; 16 321 513). 
13 Проверить «простоту» числа 4453n , используя вероятностные ме-

тоды на основе малой теоремы Ферма и теоремы Рабина-Миллера, если слу-
чайно выбраны для проверки числа a1= 143,  a2= 25. 

 



 

27 
 

Вариант 7 
 

1 Вычислить значение функции Эйлера φ(113400). 
2 Используя каноническую форму числа, найти:  

НОД (5734; 812; 120). 
3   Используя расширенный алгоритм Евклида, вычислить НОД(a; b) и  

записать в линейной форме, если а = 24648, b= 2720. 
4 Найти наименьший положительный вычет  

2 720 mod 17 
5 Используя арифметику остатков, найти вычет 

192 081 487 mod 11б 
6    Найти вычет 3178 mod 37, используя цепочку сложений и  теорему Эй-

лера. 
7 Найти последние две цифры числа 3256. 
8 Найти последние три цифры числа 3716092. 
9 Решить сравнение 9 337 x = 1(mod 10 000) с помощью расширенного 

алгоритма Евклида;  
10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об остат-

ках: 















.35mod
,231mod
,723mod
,717mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 23. 
12 Найти символ Якоби J(30 917; 32 152 967). 
13 Проверить «простоту» числа 4457n , используя вероятностные ме-

тоды на основе малой теоремы Ферма и теоремы Рабина-Миллера, если слу-
чайно выбраны для проверки числа a1= 369,  a2= 14. 

 
Вариант 8 

 

1 Вычислить значение функции Эйлера φ(529200). 
2  Используя каноническую форму числа, найти  

НОД (15110; 2140; 106). 
3 Используя расширенный алгоритм Евклида, найти НОД(a; b) и записать 

в линейной форме, если а = 8688, b = 1074. 
4 Найти наибольший неположительный вычет 

2 720 mod 13. 
5 Используя арифметику остатков, найти вычет 

281 791 147 mod 17. 
6 Найти вычет 7176 mod 37, используя цепочку сложений и  теорему Эйле-

ра. 
7 Найти последние две цифры числа 2655. 
8 Найти последние три цифры числа 2737277. 



 

28 
 

9 Решить сравнение 6 677x = 1(mod 10 000) с помощью расширенного 
алгоритма Евклида;  

10 Решить систему сравнений с помощью китайской теоремы об остат-
ках: 















.329mod
,57mod

,1117mod
,711mod

x
x
x
x

 

11 Найти все квадратичные вычеты по модулю 37. 
12 Найти символ Якоби J(37 543; 25 757 125). 
13 Проверить «простоту» числа 5043n , используя вероятностные ме-

тоды на основе малой теоремы Ферма и теоремы Рабина-Миллера, если слу-
чайно выбраны для проверки числа a1=135,  a2= 15. 
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