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ВВЕДЕНИЕ 
 

Настоящие материалы составлены в соответствии с программой 
дисциплины «Алгебра» и предназначены для студентов направлений 
«Математика» и «Педагогическое образование» профиля «Математическое 
образование». 

Разделы «Алгебры», «Поле комплексных чисел», «Матрицы и 
определители», «Системы линейных уравнений» изучаются в первом семестре. 
В данной брошюре представлены все темы раздела, которые выносятся на 
практические занятия. Для каждой темы указаны основные теоретические 
положения, приведены образцы решения типовых задач и список задач для 
решения. 
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Раздел 1 Алгебры 
 

Тема 1 Понятие алгебры 
 
1 Понятие бинарной алгебраической операции 

 
Определение. Бинарной алгебраической операцией на множестве М 

называется правило (закон),  по которому любым двум элементам из М, взятым 
в определенном порядке (т.е. паре (а,b)), ставится в соответствие единственный 
элемент с из этого же множества. 

Пример. 1 Операция сложения на множестве чисел N, Z, Q, R. 
               2 Операция умножения на множестве чисел N, Z, Q, R. 
 

Задачи для решения 
 
1 Какие из арифметических действий (сложение, вычитание, умножение, 

деление) являются бинарными операциями: 
а) на множестве {1,0,-1}; 
б) на множестве N; 
в) на множестве Z? 
2 Является ли бинарной операцией: 
а) умножение на множестве иррациональных чисел; 
б) сложение на множестве четных чисел; 
в) сложение на множестве нечетных чисел; 
г) нахождение десятичных логарифмов на множестве ܴା; 
д) нахождение среднего геометрического двух чисел на множестве ܴା; 
е) нахождение наибольшего общего делителя на множестве N? 
3 Являются ли действия, выполняемые по формулам: 
а) a ◦ b = (a + b)²; 

б) a ◦ b=
௔ା௕

ଶ
; 

в) a ◦ b = 
௔ሺ௔ାଵሻା௕ሺ௕ାଵሻ

ଶ
, 

бинарными операциями на множестве Q, и если являются, то почему? 
4 Являются ли алгебраической системой множество чисел вида ܽ ൅ ܾ√5,

ܽ, ܾ א ܼ, относительно: а) сложения; б) вычитания; в) умножения? 
5 Является ли алгебраической системой множество радиусов-векторов, 

исходящих из начала декартовой системы координат и расположенных в 
первой четверти координатной плоскости, с операцией: а) сложение векторов; 
б) вычитание векторов? 

 
2 Свойства бинарной алгебраической операции 
 
Определение. Операция ◦ на множестве М называется коммутативной, 

если для любых а и b из этого множества справедливо равенство 
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a ◦ b = b ◦ a. 
Определение. Операция ◦ на множестве М называется ассоциативной, 

если для любых а, b, c א M справедливо равенство 
a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c. 

Определение. Пусть на М задана операция ◦. Элемент е называется 
нейтральным относительно операции ◦, если для любого а א М справедливо 
равенство 

а ◦ е = е ◦ а = а. 
Определение. Пусть на М задана операция ◦. Элемент а´ называется 

симметричным к элементу а относительно операции ◦, если выполняется 
равенство  

а ◦ а´ = а´ ◦ а = е. 
По сложению, а´ обозначают –а и называют противоположным. По 

умножению, а´ обозначают аିଵ и называют обратным. 
Определение. Пусть на М задана операция ◦. Операция ◦ называется 

обратимой, если для любых а, b א M уравнения а ◦ x = b, y ◦ a = b имеют 
решение, причем единственное. 

Пусть дано множество, на котором выполнимы две операции ◦ и *. 
Определение. Операция ◦ называется дистрибутивной относительно 

операции *, если для любых a, b, c א M выполняются равенства 
a ◦ (b*c) = (a ◦ b) *(a ◦ c), 
(b*c) ◦ a = (b ◦ a) * (c ◦ a). 

Пример 1 Докажем, что на множестве R бинарная операция, заданная 

формулой a ◦ b = 
௔ା௕

ଶ
, коммутативна, но не ассоциативна. 

Решение. Пусть a, b, c – любые действительные числа. В силу 
коммутативности сложения на R получим: 

a ◦ b = 
௔ା௕

ଶ
ൌ  

௕ା௔

ଶ
ൌb ◦ a, 

т.е. бинарная операция нахождения среднего арифметического на R 
коммутативна. Далее, 

(a ◦ b) ◦ c = 
ೌశ್

మ
ା௖

ଶ
ൌ

௔ା௕ାଶ௖

ସ
                                    (1) 

и 

a ◦ (b ◦ c) = 
௔ା

್శ೎
మ

ଶ
ൌ

ଶ௔ା௕ା௖

ସ
.                                   (2) 

Из результатов (1) и (2) следует, что при а ≠ с равенство (a ◦ b) ◦ c=a◦(b ◦ c) 
не является справедливым. Следовательно, заданная операция не ассоциативна 
на R. 

Пример 2 Докажем, что во множестве К, содержащем не менее двух 
элементов, на котором формулой a ◦ b = b задана бинарная операция, не 
существует нейтрального элемента. 

Решение 
Допустим, что в К существует нейтральный элемент е, и пусть а – любой 

элемент из К. По определению нейтрального элемента а◦ е = а, а из условия 
примера следует, что а◦ е = е, т.е. а = е. Это означает, что К состоит из одного 
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элемента. Полученный результат противоречит условию, а потому сделанное 
допущение ошибочно. 

 
Задачи для решения 

 
1 Являются ли коммутативными и ассоциативными на множестве Z 

бинарные операции сложения, умножения и вычитания? 
2 Докажите, что на множестве ܴା бинарная операция а ◦ b = √ܽ · ܾ 

нахождения среднего геометрического коммутативна, но не ассоциативна. 
3 Обладает ли множество чисел вида а + b√5, где a и b – любые целые 

числа, нейтральным элементом относительно обычного умножения? Проверьте, 
имеются ли в данной алгебраической системе обратные элементы для 
элементов 2 + √5 и 5 - 2√5. Обратима ли на данном множестве операция 
умножения? 

4 Какие из нижеприведенных бинарных операций: 
а) a ◦ b =ܽ௕; 
б) a ◦ b = c, где с – наибольший общий делитель чисел а и b; 
в) a ◦ b = m, где m – наименьшее общее кратное чисел а и b, 

коммутативны и какие ассоциативны на множестве N. 
5 Покажите, что действие выполняемое по правилу a ◦ b = аଶ ൅ ܾଶ, 

является коммутативной, но не ассоциативной бинарной операцией на 
множестве R. 

6 Докажите, что относительно обычного умножения множество 
А={x│x=3k, kאZ} не содержит нейтрального элемента. Обратима ли операция 
умножения на множестве А? 

7 Пусть I – множество подмножеств некоторого непустого множества М. 
Существует ли в I нейтральный элемент (если существует, то какой) 
относительно операции объединения подмножеств на I; пересечения 
подмножеств? Какие элементы множества I имеют симметричные 
относительно операций объединения и пересечения? Обратимы ли указанные 
операции на множестве I? 

8 Докажите, что на множестве Q действие, выполняемое по правилу a◦b = 
= െܾܽ, является бинарной, коммутативной, ассоциативной, но необратимой 
операцией. Обладает ли алгебраическая система < Z; ◦ > нейтральным 
элементом, и если обладает, то каким именно? 

 
3 Виды алгебр 
 
Определение. Алгеброй называется любое непустое множество А, на 

котором задана некоторая система операций 
S = { ଵ݂, ଶ݂, … ሽ 

Обозначается (А, S), где А – множество, S – система операций. 
Пример. (N, +), (Q, +, ·) 
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Определение. Непустое множество М называется полугруппой, если в нем 
выполнима одна бинарная алгебраическая операция, которая является 
ассоциативной. 

Пример. (N, +), (Z, ·). 
Определение. Непустое множество G называется группой, если в этом 

множестве выполнима одна бинарная алгебраическая операция ◦, которая 
обладает свойствами: 

1) ܽ ◦ ( b ◦ c ) = (ܽ ◦ b ) ◦ c, ܽ׊, ܾ, ܿ א  ;ܩ
:ܩ ߳ ݁ ׌ (2 ܽ׊ א  ;ܽ = ܽ ◦ e = e ◦ ܽ ܩ
ܽ׊ (3 א ,ܩ א ′ܽ׌ ,ܩ ܽ ◦ ܽ´= ܽ ´ ◦ ܽ = e. 

Группы по сложению называются аддитивными; группы по умножению – 
мультипликативными. 

Определение. Непустое множество G называется группой, если  в этом 
множестве выполнима одна бинарная алгебраическая операция, которая 
является ассоциативной и обратимой. 

Определение. Если в группе G операция коммутативна, то группа G 
называется абелевой. 

Определение. Непустое множество К называется кольцом, если в нем 
выполнимы две бинарные алгебраические операции – сложение и умножение, 
удовлетворяющие условиям: 

,ܽ׊ (1 א ܾ ,ܭ ܽ ൅ ܾ ൌ ܾ ൅ ܽ; 
,ܽ׊ (2 ܾ, א ܿ ,ܭ ܽ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻ ൅ ܿ; 
0 ׌ (3 א К ׷ ܽ׊  א ,ܭ ܽ ൅ 0 ൌ ܽ; 
ܽ׊  (4 א ሺെܽሻ߳ К׌ ܭ ׷  ܽ ൅ ሺെܽሻ ൌ 0; 
,ܽ׊ (5 ܾ, ܿ א ,ܭ ܽሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ܾܽ ൅ ܽܿ, ሺܾ ൅ ܿሻܽ ൌ ܾܽ ൅ ܿܽ. 

Примеры колец. При обычных операциях сложения и умножения кольцом 
является множество целых чисел, множество рациональных чисел, множество 
действительных чисел. 

Определение. Непустое множество Р называется полем, если в нем 
выполнимы две бинарные алгебраические операции сложение и умножение, 
удовлетворяющие аксиомам: 

,ܽ׊ (1 א ܾ ,ܭ ܽ ൅ ܾ ൌ ܾ ൅ ܽ; 
,ܽ׊ (2 ܾ, א ܿ ,ܭ ܽ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻ ൅ ܿ; 
0׌ (3 א К ׷ ܽ׊  א ,ܭ ܽ ൅ 0 ൌ ܽ; 
ܽ׊ (4 א ሺെܽሻ׌ ܭ א К: ܽ ൅ ሺെܽሻ ൌ 0; 
,ܽ׊ (5 א ܾ ,ܭ ܾܽ ൌ ܾܽ; 
,ܽ׊ (6 ܾ, א ܿ ,ܭ ܽሺܾܿሻ ൌ ሺܾܽሻܿ; 
1׌ (7 א К: ܽ׊ א ,ܭ ܽ · 1 ൌ ܽ; 
ܽ׊ (8 א ଵିܽ ׌ ܭ א К:  ܽ · ܽିଵ ൌ 1; 
,ܽ׊ (9 ܾ, ܿ א ,ܭ ܽሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ܾܽ ൅ ܽܿ. 

Пример 1 Доказать, что на множество Z образует группу относительно 
действия, заданного формулой 

ܽ ◦ ܾ ൌ ൜
ܽ ൅ ܾ,      если ܽ െ четное число, ܾ െ любое целое число,
ܽ െ ܾ, если ܽ െ нечетное число, ܾ െ любое целое число. 



9 
 

Доказательство 
1 Рассматриваемое на Z действие сводится к сложению или вычитанию 

целых чисел, а т.к. сложение и вычитание элементов из Z дает в результате 
элемент из Z, то на множестве Z рассматриваемое действие является бинарной 
операцией. 

2 Проанализируем возможные случаи 
a) Если a, b – четные числа, а с – любое число из Z, то 

ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ ܽ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ, 
ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻ ൅ ܿ ൌ ܽ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ, 

т.е. ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ  ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ. 
б) Если a – четное число, b – нечетное, а с – любое число из Z, то 

ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ ܽ ൅ ሺܾ െ ܿሻ, 
ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻ െ ܿ ൌ ܽ ൅ ሺܾ െ ܿሻ, 

т.е. ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ  ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ. 
в) Если a – нечетное число, b – четное, а с – любое число из Z, то  ܽ െ ܾ 

нечетно и потому 
ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ ܽ െ ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ሺܽ െ ܾሻ െ ܿ, 

ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ ൌ ሺܽ െ ܾሻ െ ܿ, 
т.е. ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ  ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ. 

г) Если a, b – нечетные числа, а с – любое число из Z, то  ܽ െ ܾ четно и 
потому 

ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ ܽ െ ሺܾ െ ܿሻ ൌ ሺܽ െ ܾሻ ൅ ܿ, 
ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ ൌ ሺܽ െ ܾሻ ൅ ܿ, 

т.е. ܽ ◦ ሺ ܾ ◦ ܿ ሻ ൌ  ሺ ܽ ◦ ܾ ) ◦ ܿ. 
Итак, во всех возможных случаях заданная на Z бинарная операция 

является ассоциативной. 
3 Т.к. 0 – четное число, то 0 ◦ ܽ ൌ 0 ൅ ܽ ൌ ܽ. Кроме того, если ܽ четно, то 

ܽ ◦ 0 = ܽ ൅ 0 ൌ ܽ; если же ܽ нечетно, то ܽ ◦ 0 = ܽ െ 0 ൌ ܽ. Итак, 0 ◦ ܽ ൌ ܽ ◦ 0, 
т.е. 0 является в Z нейтральным элементом относительно заданной операции. 

4 Для любого элемента ܽ א ܼ в Z существует обратный элемент: для 
четного ܽ обратным будет противоположное число – ܽ, т.к. ܽ ◦ ሺ– ܽሻ = ܽ ൅
൅ሺ– ܽሻ  ൌ 0; для нечетного ܽ обратным будет само число ܽ, т.к. ܽ ◦ ܽ = ܽ– ܽ ൌ
0. 

Итак, Z является группой относительно заданной операции. 
 

Задачи для решения 
 
1 Является ли множество Z полугруппой относительно: а) сложения, б) 

вычитания? 
2 Является ли множество N полугруппой относительно операции 

нахождения наибольшего общего делителя? 
3 Почему множество R не является полугруппой относительно действия, 

выполняемого по правилу ܽ ◦ b = ܽଶ ൅ ܾଶ для любых ܽ, b א ܴ? 
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4 Выясните, какие из нижеприведенных множеств являются группами 
относительно нижеуказанных операций: 

а) множество Z относительно вычитания; 
б) множество четных чисел относительно умножения; 
в) множество целых чисел, кратных любому заданному натуральному 

числу n, относительно сложения; 
г) множество ܳା относительно умножения; 
д) множество Q относительно умножения; 
е) множество Q \ {0} относительно умножения; 
ж) множество R \ {0} относительно умножения; 
з) множество трехмерных (n-мерных) арифметических векторов 

относительно сложения; 
и) множество чисел вида а + b√2 относительно сложения, если а и b – 

любые рациональные числа; 
к) множество многочленов одной и той же степени n от одного аргумента 

относительно сложения; 
л) множество многочленов степени не выше n относительно сложения; 
м) множество многочленов от одного аргумента относительно сложения; 

5 На множестве Q \ {0} определено действие ܽ ◦ b = 
௔·௕

ଶ
. Докажите, что 

относительно указанного действия данное множество является группой. 
6 Является ли кольцом множество L чисел вида ܽ ൅ ܾ√3 ൅ ܿ√5, ܽ, ܾ,  

ܿ א ܼ относительно обычных операций сложения и умножения? 
7 Докажите, что если на Z задана операция a � b = -ab, то алгебраическая 

система <Z; +, �> является коммутативным кольцом с единицей. Каков 
единичный элемент этого кольца? 

8 Докажите, что множество А чисел вида 2а + 2b√3, где a, b – любые 
целые числа, является числовым кольцом. 

9 Для каких чисел n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 существует поле из n элементов? 
10 Почему кольцо {0} не является полем? 
11 На множестве М = {a, b} сложение  ْ и умножение � определены 

следующим образом: 
ܽ ْ ܽ ൌ ܽ, ܽ ْ ܾ ൌ ܾ ْ ܽ ൌ ܾ, ܾ ْ ܾ ൌ ܽ; 

ܽ � ܾ ൌ ܾ � ܽ ൌ ܽ, ܽ � ܽ ൌ ܽ, ܾ � ܾ ൌ ܾ. 
Выясните, обладает ли это множество нулем и единицей и является ли 

система <M, ْ, �> полем относительно заданных бинарных операций. 
 

Тема 2 Поле комплексных чисел 
 
Определение. Полем комплексных чисел называется множество C, 

обладающее следующими свойствами: 
1) С – поле, 
2) R א C, R א C. 
3) i א C, ݅ଶ ൌ െ1, ݅ ൌ √െ1, 
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4) С с условиями 1, 2, 3 минимальное. 
 

1 Алгебраическая форма комплексного числа 
 
Определение. Пусть x и y – действительные числа. Число вида z = x + iy 

называется комплексным числом в алгебраической форме. x называют 
вещественной или действительной частью числа z и обозначают x = Re(z); y 
называют мнимой частью числа z и обозначают y = Im(z). Число i называют 
мнимой единицей, ݅ ൌ √െ1. 

Пример z = 2 – 3i. Re(z) = 2, Im(z) = -3. 
Определение. Два комплексных числа ݖଵ ൌ ଵݔ ൅ ଶݖ ,ଵݕ݅ ൌ ଶݔ ൅  ଶݕ݅

называются равными, если, ݔଵ ൌ ଵݕ ,ଶݔ ൌ  .ଶݕ
Определение. Комплексное число z = x + iy равно 0, если x = 0 и y = 0. 
Определение. Число ݖҧ ൌ ݔ െ  называется сопряженным комплексному ݕ݅

числу  z = x + iy. 
 

Действия над комплексными числами 
 

1) – (a + bi) = – a – bi; 
2) (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d) i; 
3) (a + bi) - (c + di) = (a - c) + (b - d) i; 
4) (a + bi) · (c + di) = (ac - bd) + (bc + ad) i; 
5) (a + bi)(a – bi) = ܽଶ ൅ ܾଶ; 

6) 
௔ା௕௜

௖ାௗ௜
ൌ

௔௖ା௕ௗ

௖మାௗమ ൅
௕௖ି௔ௗ

௖మାௗమ ݅; 
7) Извлекать из комплексных чисел в алгебраической форме можно 

только корень второй степени. 
√ܽ ൅ ܾ݅ ൌ ݔ ൅ ;݅ݕ ,ݔ    א ݕ ܴ, ݕ ് 0 

ሺݔ ൅ ሻଶ݅ݕ ൌ ܽ ൅ ܾ݅; 
ଶݔ െ ଶݕ ൅ ݅ݕݔ2 ൌ ܽ ൅ ܾ݅; ݕ   ് 0 

൜
ଶݔ െ ଶݕ ൌ ܽ,

ݕݔ2 ൌ ܾ.
 

Решая систему находим х и у. 
8) cтепени мнимой единицы. 
Первой степенью числа i является само это число, тогда: 

݅ଵ ൌ ݅; 
݅ଶ ൌ െ1; 

 ݅ଷ ൌ ݅ଶ · ݅ ൌ െ݅;  
 ݅ସ ൌ ݅ଷ · ݅ ൌ 1;  
 ݅ହ ൌ ݅ସ · ݅ ൌ ݅; 

  ݅଺ ൌ ݅ହ · ݅ ൌ െ1 
и так далее. 

При любом ݊ ߳ ܰ 
݅ସ௡ ൌ 1; 
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݅ସ௡ାଵ ൌ ݅; 
݅ସ௡ାଶ ൌ െ1; 
݅ସ௡ାଷ ൌ െ݅. 

Пример 1 Найти сумму (разность) комплексных чисел: 
а) (2 + i)+ (5 + 6i) = (2 + 5) + (1 + 6)i = 7 + 7i, 
б) (5 + 7i) + (2 - 6i) = (5 + 2) + (7 - 6)i = 7 + i, 
в) (6 - 4i) + (- 15 - 2i) = (6 - 15) + (- 4 - 2)i = -9 - 6i, 
г) (5 + 6i) - (3 + 7i) = (5 - 3) + (6 - 7)i = 2 - i. 

Пример 2 Решить уравнение (5x + 3yi) + (2y - xi) = 9 + 5i. 
Сложив комплексные числа в левой части уравнения получим 

 ሺ5ݔ ൅ ሻݕ2   ൅ ሺെ       ݔ ൅ ݅ ሻݕ3    ൌ    9 ൅   5݅. 
Два комплексных числа равны, если равны их действительные части и 

равны мнимые части, т.е. 

൜
5x ൅  2y ൌ 9,
െ x ൅  3y ൌ 5. 

Решением данной системы уравнений будет x =1 и y = 2. 
Пример 3 Найти произведение комплексных чисел: 

1) (2 + 3i) · (6 - 5i) = (2 · 6 - 3 · (- 5)) + (2 · (- 5i) + 3i · 6) = 27 + 8i, 
2) (1 + i) · (1 + i) = 1+ i + i + i² = 1 + 2i -1 = 2i, 
3) (2 + 3i) · (2 - 3i) = 4 - 6i + 6i - 9i² = 4 + 9 = 13. 

Пример 4 Найти z если (2 - 3i) · z = -1 - 5i. 
Пусть z = a + bi, тогда 

(2 - 3i) · (a + bi) = (2a + 3b) + (- 3a + 2b)i = -1- 5i, 
что равносильно системе уравнений 

ቄ 2ܽ ൅  3ܾ ൌ െ1,
െ 3ܽ ൅  2ܾ ൌ െ5.

 

Решением данной системы уравнений будет a =1, b = -1, т.е. z = 1- i. 
Проверим полученное решение 

(2 - 3i) · z = (2 - 3i) · (1- i) = 2 - 2i - 3i + 3i · 2 = -1- 5i. 

Пример 5 Найти частное 
ଽି଻௜

ଶିଷ௜
, 2 - 3i ≠ 0 + 0i. 

ଽି଻௜

ଶିଷ௜
ൌ

ሺଽି଻௜ሻሺଶାଷ௜ሻ

ሺଶିଷ௜ሻሺଶାଷ௜ሻ
ൌ

ଵ଼ାଶ଻௜ିଵସ௜ାଶଵ

ସାଽ
ൌ

ଷଽାଵଷ௜

ଵଷ
ൌ 3 ൅ ݅. 

Пример 6 Вычислить: 
݅ଵଶହ െ ݅ଶ଺ ൌ ݅ଵଶସାଵ െ ݅ଶସାଶ ൌ ݅ െ ݅ଶ ൌ ݅ ൅ 1, 

݅ଵ଴଴ ൅ ݅ଽ଼ ൅ ݅଺ଷ ൌ ݅ଵ଴଴ ൅ ݅ଽ଺ାଶ ൅ ݅଺଴ାଷ ൌ 1 െ 1 െ ݅ ൌ െ݅. 
 

Задачи для решения 
 

1 Вычислить в алгебраической форме: 
а) (3 + 6i) + (- 3 - 5i), 
б) (- 9 - 4i) + (- 2 - 3i), 
в) (- 3-i)3, 
г) (1 + 6i) + (1 - 6i)2 - (4 + i)3 + (- 4 + i), 

д) (7 + 4i)² + 
  √ଷି௜

√ଷା௜
 + (5 + i) · (5 - i), 
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е) (1+ i)³ + 
ଵା௜

ଷି଻௜
൅

௜

ଵି௜  
െ (6 + 4i) · (- 6 + 4i), 

ж)   
ଶା௜

ଶି௜
െ (2 + 3i) + (5 - 3i), 

з) 
ସ௜

ଵା௜
െ

ହ

ିସାଷ௜
, 

и) 
௔ି௕௜

௕ା௔௜
െ

௕ି௔௜

௔ା௕௜
݅, 

к) √1 ൅ 2݅, 
л) √2 ൅  ݅ - (9 - i) · (7 + 2i) · (7 + 3i) - 

ଷାଶ௜

௜
. 

 
2 Решить уравнение в действительных числах: 

а) (2x - 5yi) + (3y + 2xi) = 13 - i, 
б) 7 (3x + 2yi) + (2y - i) = 19 + 3. 

3 Найти z, если: 
а) z · (2 + i)=15,                   б) (2 + 2i) · z = 8i. 

4 Доказать равенство: 
ଶା௜

ଷି௜
ൌ

ଵଷାସ௜

ଵ଻ିଽ௜
. 

5 Вычислить: 
а)݅଺ ൅ ݅ଵ଺ ൅ ݅ଶ଺ ൅ ݅ଷ଺ ൅ ݅ସ଺ ൅ ݅ହ଺; 
б)݅ଷ ൅ ݅ଵଷ ൅ ݅ଶଷ ൅ ݅ଷଷ ൅ ݅ସଷ ൅ ݅ହଷ. 

 
2 Геометрическая форма комплексного числа 
 
Комплексное число z = х + уi можно охарактеризовать упорядоченной 

парой вещественных чисел (х, у), где х – действительная часть, у – мнимая часть 
числа z. 

Такую пару чисел можно отождествить с точкой на плоскости, если на 
ней задана система координат (рисунок 1). 

Множество всех комплексных чисел находится во взаимно однозначном 
соответствии с множеством всех точек плоскости. 

 
Рисунок 1 – Геометрическая форма комплексного числа 

 
Пример Комплексное число z = 3 + 2i можно отождествить с точкой          

A (3, 2), которую можно изобразить на плоскости XOY (рисунок 2). 
Комплексно-сопряженное число ݖҧ = 3 – 2i изобразится точкой A (3, -2), 



14 
 

симметричной точке A (3, 2) относительно действительной оси. Точки B (0, 1) и 
C (- 2, 0) соответствуют комплексным числам z = 0 + i и z = -2 + 0i (рисунок 2). 

 

Рисунок 2 – Пример построения геометрической формы 
 

Задачи для решения 
 
1 Записать комплексные числа, сопряженные данным. Изобразить данные 

и сопряженные к ним комплексные числа точками на плоскости: 
а) 1+ i;             б) 4 - 7i;               в) 3; 
г) 3i;                д) -1- 3i;               е) 3 + 6i; 
ж) - 3 - 5i;       з) 2 + 3i;               и) - 9 - 4i;         к) 15- i. 

 
3 Тригонометрическая форма комплексного числа 
 
С любой точкой А плоскости XOY мы можем связать радиус-вектор 

ОАሬሬሬሬሬԦ ൌ  Ԧ и установить взаимно однозначное соответствие множестваݎ
комплексных чисел z = a + b݅ с множеством радиус-векторов с координатами 
(a, b) (рисунок 3). 

 
                                                      y 

                                                       b                         A(a,b) 

                                                                          r 

                                                                ߮ 

                                                      O                      a              x 

Рисунок 3 – Связь прямоугольной и полярной систем координат 
 

Тогда 
a = r cos ߮, b = r sin ߮, 
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z = a + bi = r(cos ߮ + i sin ߮), 
есть так называемая тригонометрическая форма комплексного числа. 

Определение. หОАሬሬሬሬሬԦห = r െ расстояние от О до А называется модулем 
комплексного числа. 

Определение. Аргументом arg z комплексного числа z называется угол 
߮ между положительным направлением оси ОХ и радиусом-вектором ОА. 

ݎ ൌ √ܽଶ ൅ ܾଶ ,      cos ߮ ൌ
௔

௥
,       sin ߮ ൌ

௕

௔
߮ ݃ݐ     , ൌ

௕

௔
. 

Чтобы определить ߮ однозначно, нужно знать положение точки A на 
плоскости. 

Если точка A находится в 1 или 4 четверти, то  ߮ ൌ ݃ݐܿݎܽ
௕

௔
. 

Если точка A находится во 2 или 3 четверти, то ߮ ൌ ߨ ൅ ݃ݐܿݎܽ
௕

௔
. 

 
3.1 Умножение и деление комплексных чисел, записанных в 

тригонометрической форме 
 
Умножение и деление комплексных чисел удобнее выполнить, если эти 

числа записаны в тригонометрической форме. 
Пусть 

ଵݖ ൌ ଵሺcosݎ ߮ଵ ൅ ݅ sin ߮ଵሻ,    ݖଶ ൌ ଶሺcosݎ ߮ଶ ൅ ݅ sin ߮ଶሻ, 
тогда 

ݖ ൌ ଵݖ · ଶݖ ൌ ଶሺcosሺ߮ଵݎଵݎ ൅ ߮ଶሻ ൅ ݅ sinሺ߮ଵ ൅ ߮ଶሻሻ, 
а 

ݖ ൌ
௭భ

௭మ
ൌ

௥భ

௥మ
ሺcosሺ߮ଵ െ ߮ଶሻ ൅ ݅ sinሺ߮ଵ െ ߮ଶሻሻ. 

 
3.2 Формула Муавра 

 
При любом натуральном n א ܰ 

ሺcos߮ ൅ݎ௡ =  ሾݖ  ݅ sin߮ሻሿ௡ = ݎ௡ሺcosn߮ ൅  ݅ sinn߮ሻ, 
или 

௡ሺcos݊߮ ൅ݎ = ௡ݖ  ݅ sin݊߮ሻ 
– это так называемая формула Муавра позволяющая находить целую степень 
комплексного числа. 

 
3.3 Извлечение корней n-ой степени из комплексного числа 
 
Пусть комплексное число z задано в тригонометрической форме 

z = r(cos߮ + i sin ߮) ് 0 + 0i. 
Тогда 

ඥݎሺcos ߮ ൅ ሻ೙߮ ݊݅ݏ ݅ ൌ ೙ݎ√ ቀcos
ఝାଶగ௞

௡
൅ ݅ sin

ఝାଶగ௞

௡
ቁ. 

k = 0, n െ 1. 
Пример 1 Записать в тригонометрической форме комплексные числа: 
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ݖ ൌ 1 ൅ ݅. 
Модуль этого комплексного числа ݎ ൌ √1ଶ ൅ 1ଶ ൌ √2, числу z 

соответствует точка (1;1) א I четверти (рисунок 4). Поэтому 
߮ ൌ 1 ݃ݐܿݎܽ ൌ

గ

ସ
. 

Запишем 

ݖ ൌ 1 ൅ ݅ ൌ √2 ቂcos
ߨ
4

൅ ݅ sin
ߨ
4

ቃ. 

                                                          y 

                                                           1             (1+i) 

                                                                    
గ

ସ
 

                                                           0            1                     x 

Рисунок 4 – Число 1+i в комплексной плоскости 
 

Окончательно запишем ݖ ൌ 1 ൅ ݅ ൌ √2 ቀcos
గ

ସ
൅ ݅ sin

గ

ସ
ቁ. 

Пример 2 Найти произведение и частное комплексных чисел z1 и z2 

ଵݖ ൌ 2 ቀcos
గ

ଷ
൅ ݅ sin

గ

ଷ
ቁ , ଶݖ ൌ 3 ቀcos ቀെ

గ

ସ
ቁ ൅ ݅ sin ቀെ

గ

ସ
ቁቁ. 

Решение: 

ଵݖ · ଶݖ ൌ 2 · 3 ቀcosሺ
గ

ଷ
൅ ቀെ

గ

ସ
ቁሻ ൅ ݅ sin ൬

గ

ଷ
൅ ቀെ

గ

ସ
ቁ൰ቁ ൌ 6 ቀcos

గ

ଵଶ
൅ ݅ sin

గ

ଵଶ
ቁ, 

௭భ

௭మ
ൌ

ଶ

ଷ
ቀcosሺ

గ

ଷ
െ ቀെ

గ

ସ
ቁሻ ൅ ݅ sin ൬

గ

ଷ
െ ቀെ

గ

ସ
ቁ൰ቁ ൌ

ଶ

ଷ
ቀcos

଻గ

ଵଶ
൅ ݅ sin

଻గ

ଵଶ
ቁ. 

Пример 3 Вычислить ሺ1 ൅ ݅ሻଵ଴. 
Решение: 

   

  .321032sincos32

sincos2sincos21

sincos21

22

2

5

2

5

4

10

4

10

44

51010

iii

iii

Муавраформулепоii






 






 





 






 







 

Пример 4 Найти все значения корня 4-й степени из z = cos
గ

ଶ
൅ ݅ sin

గ

ଶ
. 

Здесь r = 1, ߮ ൌ
గ

ଶ
. Тогда √ݖర ൌ √1ర ൬cos

ഏ
మ

ାଶగ௞

ସ
൅ ݅ sin

ഏ
మ

ାଶగ௞

ସ
൰ , ݇ ൌ 0,3തതതത. 

Тогда при  k = 0, ܽ଴ ൌ cos
గ

଼
൅ ݅ sin

గ

଼
; 

                   k = 1, ܽଵ ൌ cos
ହగ

଼
൅ ݅ sin

ହగ

଼
; 

                   k = 2, ܽଶ ൌ cos
ଽగ

଼
൅ ݅ sin

ଽగ

଼
;  

                   k = 3, ܽଷ ൌ cos
ଵଷగ

଼
൅ ݅ sin

ଵଷగ

଼
. 
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Задачи для решения 
 

1 Записать данные комплексные числа в тригонометрической форме, 
определив их модули и аргументы: 

a) z = 2 + 2 √3i ,         б) z = √3 + i , 
в) z =1- i ,                    г) z = -4 , 
д) z = 3i ,                     е) z = -2i . 
ж) z = -10;                   з) z = 6-6i; 
и) z = -1െ√3i;           к) z =1െ√3i. 
2 Найти произведение и частное комплексных чисел ݖଵ и ݖଶ в 

тригонометрической форме: 

а) ݖଵ ൌ 2 ቀcos
గ

ଷ
൅ ݅ sin

గ

ଷ
ቁ,     ݖଶ ൌ 3 ቀcosሺെ

గ

ସ
ሻ ൅ ݅ sinሺെ

గ

ସ
ሻቁ ; 

б) ݖଵ ൌ 4ሺcos ߨ ൅ ݅ sin ଶݖ     ,ሻߨ ൌ 2 ቀcos
గ

ଷ
൅ ݅ sin

గ

ଷ
ቁ. 

3 Вычислить: 

а) ሺെ1 ൅ √3݅ሻଶହ + ሺ1 ൅  √3݅ሻଵହ଴;         б) ටଵା௜

ହ

య
; 

в) 
ሺଵା√ଷ௜ሻమబ

ሺଵି௜ሻయబ ;                                             г) 
ሺଶିଶ√ଷሻభఱ

ሺିସାସ௜ሻల െ ሺ3√3 െ 3݅ሻଵ଴; 

д)ሺ3 ൅ ݅ሻଷ െ ሺ3 െ ݅ሻଷ;                            ж) ሺ1 ൅ iሻହ; 

з) ൫2√3 െ 2݅൯
ଵହ

;                                     и) ൫3 െ √3݅൯
ହ

൅
ሺଵି௜ሻమ

ሺଵା௜ሻ
; 

к) ට512ሺ1 െ ݅√3ሻ
భబ

;                                л)ටଵା௜

ଷ௜

ఴ
; 

м) √݅   ల ;                                                      н)  √1 െ ݅య ; 

о) ට
ିଶ௜

ଵି௜√ଷ

ర
. 

4 Найти значения √1೙    при n = 2, 3, 4, 6. 
 
4 Двучленные уравнения 
 
Определение. Уравнения вида ܽݔ௡ ൌ ܾ называются двучленными, где 

ܽ, ܾ א ,ܥ ܽ ് 0. 
Решение этого уравнения находится в виде: 

௡ݔ ൌ
௕

௔
   ՜ ݔ ൌ ට௕

௔

೙
. 

Решение двучленных уравнений сводится к извлечению корней n-ой 
степени из комплексных чисел. 

Пример Решить уравнение хହ ൅ 32 = 0. 
Решение 
Перепишем уравнение в виде хହ ൌ െ32; будем рассматривать െ32 как 

комплексное число и представим его в тригонометрической форме: 
െ32 ൌ 32ሺcos ߨ ൅ ݅ sin  .ሻߨ

Теперь по правилу извлечения корня из комплексного числа найдем 
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௞ݔ ൌ ඥ32ሺcos ߨ ൅ ݅ sin ሻఱߨ ൌ 2 ൬cos
ߨ ൅ ݇ߨ2

5
൅ ݅ sin

ߨ ൅ ݇ߨ2
5

൰, 

где k следует придать значения 0, 1, 2, 3, 4. Получим пять корней нашего 
уравнения: 

х଴ ൌ 2 ቀcos
గ

ହ
൅ ݅ sin

గ

ହ
ቁ,   хଵ ൌ 2 ቀcos

ଷగ

ହ
൅ ݅ sin

ଷగ

ହ
ቁ , хଶ ൌ െ2, 

хଷ ൌ 2 ൬cos
ߨ7
5

൅ ݅ sin
ߨ7
5

൰ , хସ ൌ 2 ൬cos
ߨ9
5

൅ ݅ sin
ߨ9
5

൰. 

Уравнение имеет один действительный корень и четыре комплексных. 
 

Задачи для решения 
 

1 Решить уравнения: 
а) хସ ൅ 1 ൌ 0;            б) х଺ െ 64 ൌ 0; 
в) х଺ െ 729 ൌ 0;        г) хଶ െ 2х ൅ 15 ൌ 0; 
д) хଶ ൅ 3х ൅ 7 ൌ 0;   е) 8хଷ െ 27 ൌ 0; 
ж) 16хସ െ 7 ൌ 0;       з) хଷ െ 9 ൌ 0; 
и) - 

ଵ

ଶ
хଷ ൌ 4;              к) 3хଷ ൌ 2. 

 
5 Геометрическое решение уравнений 
 
Найти геометрическое решение неравенства |ݖ ൅ 1 െ ݅| ൑ 3. 
Решение: |ݖ ൅ 1 െ ݅| ൑ ݖ ,3 ൌ ܽ ൅ ܾ݅, |ܽ ൅ ܾ݅ ൅ 1 െ ݅| ൑ 3, |ሺܽ ൅ 1ሻ ൅

൅ሺܾ െ 1ሻ݅| ൑ 3. Найдем модуль комплексного числа ሺܽ ൅ 1ሻ ൅ ൅ሺܾ െ 1ሻ݅. 
|ሺܽ ൅ 1ሻ ൅ ൅ሺܾ െ 1ሻ݅| ൌ ඥሺܽ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺܾ െ 1ሻଶ. 

Получим ඥሺܽ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺܾ െ 1ሻଶ ൑ 3 (1), возведем в квадрат правую и 
левую части (1), получим ሺܽ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺܾ െ 1ሻଶ ൑ 3ଶ. 

ሺܽ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺܾ െ 1ሻଶ ൑ 3ଶ – геометрически это круг с центром в точке       
A (-1; 1) и радиусом 3 (рисунок 5). 

                                                y 
 
 
 
 
                                             -1    0                    x 
                                                     1 
 
 

Рисунок 5 – Решение неравенства 
 

Задачи для решения 
 

1 Найти решение систем: 
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Пример 2: 






 


74

126
А , 3 . 


















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12363

74
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3AB  . 

III Разность двух матриц одинаковой размерности можно определить 
через операцию сложения матриц и через умножение матрицы на число: 

.)1( BABA   

Пример 3: 










50

192
A , 












12

23
B . 

Решение: 
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Произведением двух матриц A  и В  называется матрица C , элементы 
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Задачи для решения 
 
1 Найти сумму матриц A и B: 

a) 






 



6

4

85

137
A ,                        







 


7

1

26

63
B ; 

б) 



















104

352

017

A ,                       


















234

120

431

В ; 

в) 






 


2028521

231911610
A ,       










132714315

301112319
B ; 

г) 






































14129

610132

21695

11761

2034

91285

A ,           


































1372

1308

4153

8530

1746

21121

B ; 

д) 
























4912

23187

15811

142927

A ,                  























10115

73024

22172

19134

B ; 

е) 




















231178

2151396

17329421

A ,     



















915943

161581

4191226

B ; 

2 Умножить матрицу A на число  : 

а) 2 ,  






 


6010

953
A ;       б) 5 ,  

























116

84

105

13

A ; 

в) 7 ,  





















1053

861

314

A ;        г) 3 ,  














 


76018

01116

12538

A ; 

д) 12 ,  





















6

1

4

8

A ;                     е) 8 ,  






























201691

15146

312410

1135

3862

A ; 

3 Найти разность матриц A и B: 

a) 






 


123

718
A , 












1114

138
B ; 
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б) 

















554

313

621

A , 




















554

313

024

B ; 

в) 












71193

814108
A , 













52314

417199
B ; 

г) 





















9

22

4

15

A , 





















12

8

6

11

B ; 

д) 



























2417

4131121

221729

49810

A , 



























1514189

12503

16411

15119

B ; 

e) 

























48

117

322

61

A , 

























94

1115

172

98

B ; 

4 Найдите произведение матриц A и B: 

a) 






 


57

42
A , 






















12

66

32

B ; 

б) 










017

523
A , 















 


0254

7210

4312

B ; 

в)  1052A , 


























35

02

14

63

B ; 

г) 



















423

721

542

A , 






















13087

61243

02321

B ; 

д) A
















963

642

321

,  



















421

421

421

B ; 

е) 






















0327

1521

4320

A , 





















1

8

6

2

B . 
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5 Даны матрицы: 








 


45

32
A , 












62

31
B , 











21

30
C  

Найти: а) CBA )(  ;  б) AB 
2

1 ;  в) BA 23  ;  г) ABC 2 ; 

д)  CBA 32  ;   е) ABС 23
2

1






  ; 

6 Выполните действия: 

а) 

2

324

536

415





















; 

б)
3

31

12








; 

в) 



















































113

210

121

121

011

132

113

210

121

; 

г) 

12

3

2

1

569

314

523





































 ; 

д) 
































ac

bb

ca

abc

cba

1

1

1

111

; 

е) 
2

cossin

sincos







 



. 

7 Найти значение многочлена )(xf  от матрицы А: 

а) 942)( 2  xxxf ;  



















034

123

819

A ; 

б) 67)( 2  xxxf ;  





















212

813

164

A . 

 
Тема 2 Определители. Перестановки из n элементов. Подстановки n-й 

степени. Определение определителя n-го порядка. Свойства 
определителей. Миноры и алгебраические дополнения. Теорема о 

разложении определителя по элементам строки или столбца.  
Следствие из неё 

Перестановкой чисел 1, 2, ..., n называется любое расположение этих 
чисел в определенном порядке. Число всех перестановок, которые можно 
образовать из n чисел, равно !...21 nn  . 
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Если в некоторой перестановке мы поменяем местами какие-либо два 
символа, а все остальные символы оставим на месте, то мы получим новую 
перестановку. Это преобразование перестановки называется транспозицией. 
Инверсию образуют два числа в перестановке, когда меньшее из них 
расположено правее большего. 

Каждой перестановке можно сопоставить число инверсий в ней, которое 
подсчитывается следующим образом: для каждого из чисел определяют 
количество стоящих правее его меньших чисел, и полученные результаты 
складываются. 

Перестановка называется четной (или нечетной), если в ней 
соответственно четно (нечетно) общее число инверсий. Операция, посредством 
которой от одной перестановки переходят к другой, составленной из тех же n 
чисел, называется подстановкой n-ой степени. 

Произвольное взаимно-однозначное отображение множества первых n
натуральных чисел на себя называется подстановкой n -го порядка. 
Подстановка может быть записана с помощью двух перестановок. 

Пример перестановки: (1 2 3 4) (2 4 1 3); 
Пример транспозиции: (1 2 3 4)  (4 2 3 1); 
Пример инверсии: перестановка (2 4 1 3) содержит три инверсии 

элементов 2 и 1, 4 и 1, 4 и 3. 
 

Задачи для решения 
 
1 Указать транспозиции, с помощью которых можно 
а) от перестановки (10  1  2  8  7  4  3  6  9  5) перейти к перестановке        

(8  9  5 1 10  7  2  3  6  4); 
б) от перестановки  (9  5  1  8  3  7  4  6  2) перейти к перестановке            

(9  8  7  6  5  4  3  2  1); 
в) от перестановки (2 4 6 … 2n 1  3  5… 2n-1) перейти к перестановке    

(2n  2n-1…. 4  3  2 1). 
2 Найти число инверсий в следующих перестановках 
а)( 8  1  5  9  7  4  3  6  2); 
б) (10  5  3  8  4  7  2  6  1  9); 
в) музыка, если в качестве исходной принимается перестановка букв       

(а з к м у ы). 
Определителем n-го порядка называется алгебраическая сумма n! 

членов, составленная следующим образом: членами служат всевозможные 
произведения n элементов матрицы, взятых по одному в каждой строке и в 
каждом столбце, причем член берется с плюсом, если его индексы составляют 
четную подстановку, и со знаком минус – в противоположном случае. 

Пусть дана квадратная матрица А второго порядка 









2221

1211

аа

аа
А . 
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Определитель квадратной матрицы А второго порядка равен числу 

21122211
2221

1211 аааа
аа

аа
А  . Диагональ 2211аа  – главная, 2112аа  – побочная. 

Пусть дана квадратная матрица А третьего порядка 

















333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

В . 

Определителем квадратной матрицы А третьего порядка называется 
число, равное 

 .332112322311312213322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaааааааааааа

ааа

ааа

ааа

А 

 
Минором ijM  называется определитель, полученный из исходного 

вычеркиванием i -ой строки и j -го столбца. 

Число ijij
ji AM  )1(  называется алгебраическим дополнением к 

элементу aij. 
Теорема 1 (разложение определителя по строке или столбцу): 
Определитель равен сумме произведений всех элементов произвольной 

его строки (или столбца) на их алгебраические дополнения. 
Теорема 2: Сумма произведений элементов некоторой строки 

квадратной матрицы А на алгебраические дополнения соответствующих 
элементов другой строки равна нулю. 

Теорема 100: Определитель, в котором все элементы одной из строк 
(столбцов), кроме одного, равны нулю равен произведению этого ненулевого 
элемента на его алгебраическое дополнение. 

Пример 1 Найти определитель матрицы A: 




















522

411

321

A  

Решение: 

.39)12(27)8106(6165

)14)2(52)1(312()3)2)(1(242511(

522

411

321






A
 

 
Задачи для решения 

 
1 Найдите определитель 2-го порядка: 

а) 
41

32
;    б) 

21

12


;    в) 




sincos

cossin


;    г) 

bdic

dica




; 
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д) 
biadic

dcbia




;    е) 
2152

5221




. 

2 Найдите определитель 3-го порядка: 

а) 
011

101

111


 ;        б) 

011

101

110

;  в) 
102

131

742

 ; 

г) 
152

140

252


 ;    д) 

871

734

312

;   е) ;

xaa

xaa

aaa


  

ж) 
631

321

111

;    з)
101

01

11

i

i

ii





;    и) 

812

315

743


; 

к) ;

871

734

312




         л) ;

812

315

743




          м) .

1241

592

1135





 

3 Найдите определитель 4-го порядка: 

а) ;

201041

10631

4321

1111

  б) ;

3214

2143

1432

4321

  в) ;

3412

1230

2112

4301




  г) ;

1234

2143

3412

4321





 

д) ;

5178

4215

4321

7643




  е) .

4200

0103

1230

1213 

 

4 Найдите определитель 5-го порядка:  

а) ;

61111

15111

11411

11131

11112

 б) ;

51000

65100

06510

00651

00065

 в) .

21111

13111

11411

11151

11116

 

5 Решите уравнения, пользуясь соответствующими свойствами 
определителя (не применяя правило Саррюса): 

а) ;0

521

331

321





x

x      б) ;0

1063

452

241


х

  в) ;0

561

353

212






x

 

г) ;0

112

211

123




х

        д) ;0

931

421

1 2


xx

       е) .0

521

331

321





х

х  
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6 Вычислить определители, разложив их по элементам строки (столбца), 
содержащей буквы: 

а) ;

0111

1110

1101






dcba
   б) ;

111

211

121

112

t

z

y

x

   в) .

011

101

110

111

d

c

b

a

 

7 Путем разложения по элементам третьей строки вычислить: 

а) 

5114

2143

1432

4321

D ;   б) 

2983

79102

1231

1452

D ;   в) .

3351

1102

4315

2113







D  

 
Тема 3 Обратная матрица. Вырожденные и невырожденные матрицы. 

Обратная матрица и ее вычисление. Матричные уравнения 
 

Пусть A – квадратная матрица. 
Матрица B называется обратной к матрице A, если .EBAAB   

Обратная матрица обозначается A-1 и ିܣଵ ൌ
ଵ

|஺|
ቌ

ଵଵܣ ଶଵܣ
ଵଶܣ ଶଶܣ

… ௡ଵܣ
… …௡ଶܣ …

ଵ௡ܣ ଶ௡ܣ

… …
… ௡௡ܣ

ቍ. 

Квадратная матрица обратима тогда и только тогда, когда она 
невырожденная, то есть её определитель не равен нулю. Для неквадратных 
матриц и вырожденных матриц обратных матриц не существует. 

Уравнение вида BXA   называют простейшим матричным 
уравнением. Если A – квадратная невырожденная матрица, то решением 
такого уравнения будет матрица ܺ ൌ  .ܤଵିܣ

Если уравнение имеет вид ܺ · ܣ ൌ ܺ то ,ܤ ൌ ܤ ·  .ଵିܣ

Пример 1 Найти матрицу обратную данной: .

143

011

312
















A

 

Решение

 

1) Найдем определитель матрицы A. 
.01819122 A  

Следовательно, матрица А невырожденная и имеет себе обратную. 
2) Найдем алгебраические дополнения к элементам матрицы A. 

;1
14

01
)1( 2

11 


A       ;11
14

31
1 3

21 A       ;3
01

31
1 4

31 


A  

;1
13

01
)1( 3

12 A        ;7
13

32
1 4

22 A       ;3
03

12
1 5

32 A  
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  ;7
43

11
1 4

13 


A      ;5
43

12
)1( 5

23 A       .3
11

12
1 6

33 


A  

3) Запишем A-1: 

.

357

371

3111

18

1

18

1

332313

322212

312111
1








































AAA

AAA

AAA

A  

4) Выполним проверку: 

ܣ · ଵିܣ ൌ

















143

011

312

·





















357

371

3111

18

1
ൌ  ൭

1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ; 

ଵିܣ · ܣ ൌ





















357

371

3111

18

1
·


















143

011

312

ൌ  ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱. 

Пример 2 Решить матричное уравнение: .0
43

21









Х  

Решение 

;0264
43

21
А        ;1ВАХ          ;

1

2212

21111

AА

АА

А
А   

;
13

24

2

11












A    ;

53

12

13

24

2

1







 







 
X    .4

2

3
71

83

142

2

1




























X  

 
Задачи для решения 

 
1 Найти матрицу, обратную данной: 

а) ;
52

21








   б) ;

97

53








   в) ;

20

12











   г) ;

120

230

795


















    д) ;

110

450

7113



















 

е) ;

312

132

123
















   ж) ;

122

212

221


















    з) ;

100

210

321















 
   и) ;

142

234

132
















  

к) ;

101

16221

2105
















   л) ;

213

201

112
















   м) ;

1000

1100

1110

1111



















   н) ;

1000

2100

3210

7531






















 

о) ;

3500

4700

0021

0074






















   п)























1111

1111

1111

1111

. 
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2 Решите матричное уравнение: 

а) ;
12

64

31

52







 









Х                    б) ;

42

21

42

53

















Х  

в) ;
31

14

54

97


















Х                  г) ;

13

42

35

23

23

12































Х  

д) ;
106

159

159

53






















Х               е) ;

521

234

311

111

012

111









































Х  

ж) ;

311

515

231

115

114

132





































 Х        з) ;

122

213

111

231

112

211









































Х  

и) ;

122

213

111

1071

213

321




































Х     к)


































 121218

000

446

131

223

312

Х . 

 
Раздел 3 Системы линейных уравнений. Методы решения систем 

линейных уравнений 
 

Тема 1 Решение системы n – линейных уравнений с n неизвестными 
в матричном виде 

 
Пусть дана система линейных уравнений: 

൞

ܽଵଵݔଵ ൅ ܽଵଶݔଶ ൅ ڮ ൅ ܽଵ௡ݔ௡ ൌ ܾଵ;
ܽଶଵݔଵ ൅ ܽଶଶݔଶ ൅ ڮ ൅ ܽଶ௡ݔ௡ ൌ ܾଶ;

…
ܽ௡ଵݔଵ ൅ ܽ௡ଶݔଶ ൅ ڮ ൅ ܽ௡௡ݔ௡ ൌ ܾ௡.

 

Рассмотрим матрицу, составленную из коэффициентов при неизвестных: 

ܣ ൌ ൮

аଵଵаଵଶ … аଵ௡
 аଶଵаଶଶ … аଶ௡
…  …  …  …
а௡ଵа௡ଶ … а௡௡

൲. 

Матрица А коэффициентов при неизвестных называется главной 
матрицей системы. 

Свободные члены и неизвестные можно записать в виде столбцевых 
матриц: 

ܤ ൌ ൮

ܾଵ
ܾଶ
…
ܾ௡

൲     ܺ ൌ ൮

ଵݔ
ଶݔ
…
௡ݔ

൲ 

Тогда, используя правило умножение матриц, эту систему уравнений 
можно записать так: 
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൮

аଵଵаଵଶ … аଵ௡
 аଶଵаଶଶ … аଶ௡
…  …  …  …
а௡ଵа௡ଶ … а௡௡

൲ · ൮

ଵݔ
ଶݔ
…
௡ݔ

൲ ൌ ൮

ܾଵ
ܾଶ
…
ܾ௡

൲ 

или 
 A·X = B (1) 

Равенство (1) называется матричным уравнением или системой 
уравнений в матричном виде. 

Отсюда 
Х = ିܣଵB. 

Таким образом, чтобы решить систему уравнение, нужно: 
1) Найти обратную матрицу ିܣଵ. 
2) Найти произведение обратной матрицы ିܣଵ на матрицу-столбец 

свободных членов В, т. e. Х = ିܣଵB. 
Пользуясь определением равных матриц, записать ответ. 
Пример Решить систему уравнений: 













.16234

,1432

,05

zyx

zyx

zyx

 

Х = 
















z

y

x

, B = 
















16

14

0

, A = 














 

234

321

115

 

Найдем обратную матрицу А-1. 

 = |А| = 


234

321

115

 5·2·2 + (-1) ·3·4 + (-1) ·1·3 - ((-1) ·2·4 + 5·3·3 + 1·(-1) ·2) = 

= 20 - 12 - 3 - (- 8 + 45 - 2) = 5-35 = -30. 

ଵଵܣ ൌ ሺെ1ሻଶ ·
23

32
 = - 5;   A21 = ሺെ1ሻଷ · ቚെ1 െ1

3 2
ቚ ൌ െ1 ;   A31 =ሺെ1ሻସ ·

ቚെ1 െ1
2 3

ቚ ൌ െ1; 

A12 = ሺെ1ሻଷ · ቚ1 3
4 2

ቚ   ൌ 10 ;   A22 = ሺെ1ሻସ · ቚ5 െ1
4 2

ቚ ൌ 14 ;   A32 = ሺെ1ሻହ ·

ቚ5 െ1
1 3

ቚ ൌ െ16 ; 

A13 = ሺെ1ሻସ ·ቚ1 2
4 3

ቚ ൌ െ5 ;   A23 =ሺെ1ሻହ · ቚ5 െ1
4 3

ቚ ൌ െ19 ;   A33 =ሺെ1ሻ଺ ·

ቚ5 െ1
1 2

ቚ  ൌ 11. 
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A-1 =  െ
ଵ

ଷ଴
    ൭

െ5 െ1 െ1
10 14 െ16
െ5 െ19 11

൱ = 



























30

11

30

19

6

1
15

8

15

7

3

1
30

1

30

1

6

1

; 

Cделаем проверку: 

AA-1 = 





























































 

2248438424103020

333215728115205

111651914551025

30

1

30

11

30

19

30

5
30

16

30

14

30

10
30

1

30

1

30

5

234

321

115

=E. 

Находим матрицу Х. 

Х = 
















z

y

x

= А-1В = 



























30

11

30

19

6

1
15

8

15

7

3

1
30

1

30

1

6

1


















16

14

0

= 













































3

2

1

30

176

30

266
0

6

1
15

128

15

98
0

3

1
30

16

30

14
0

6

1

. 

Проверка: 

൝
5 · 1 െ 2 െ 3 ൌ 0

1 ൅ 2 · 2 ൅ 3 · 3 ൌ 14
4 · 1 ൅ 3 · 2 ൅ 2 · 3 ൌ 16

        ൝
0 ൌ 0

14 ൌ 14
16 ൌ 16

   (верно) 

Решением системы является набор (1, 2, 3): x = 1; y = 2; z = 3. 
 

Задачи для решения 
 
1 Решить системы линейных уравнений матричным методом 

а) 












;354

,0

,52

zyx

zyx

zyx

       б) 












;3651110

,15235

,16327

zyx

zyx

zyx

       в)













;1625

,16732

,62

zyx

zyx

zyx

 

г)













;872

,1353

,42

zyx

zyx

zyx

       д) 













;83

,2232

,22

zyx

zyx

zyx

         е) 












.34

,4263

,442

zyx

zyx

zyx

 

2 Решить системы линейных уравнений 

а) 

















;01718147

,0917126

,07542

,0432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

           б) 

















;0327

,01613114

,02332

,07543

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

в) 

















;432

,125

,23223

,12

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

               г) 

















;337

,133

,3

,4432

432

421

432

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx
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д) 
















;1919615

,33524

,2232

,1432

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

      е) 





















.01321183

,02954

,071145

,0543

,04532

54321

4321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 
Тема 2 Правило Крамера 

 
Рассмотрим систему n линейных алгебраических уравнений с n 

неизвестными 

൞

ܽଵଵݔଵ ൅ ܽଵଶݔଶ ൅ ڮ ൅ ܽଵ௡ݔ௡ ൌ ܾଵ;
ܽଶଵݔଵ ൅ ܽଶଶݔଶ ൅ ڮ ൅ ܽଶ௡ݔ௡ ൌ ܾଶ;

…
ܽ௡ଵݔଵ ൅ ܽ௡ଶݔଶ ൅ ڮ ൅ ܽ௡௡ݔ௡ ൌ ܾ௡.

 

Обозначим через Δ и Δj определитель матрицы системы и определители, 
полученные из определителя Δ заменой j-го столбца столбцом свободных 
членов системы: 

∆ൌ ተ
ተ

ܽଵଵ … ܽଵ௝ … ܽଵ௡
…  …  …  …  …
ܽ௜ଵ … ܽ௜௝ … ܽ௜௡
…  …  …  …  …

ܽ௡ଵ … ܽ௡௝ … ܽ௡௡

ተ
ተ ; ∆௝ൌ ተ

ተ

ܽଵଵ … ܾଵ … ܽଵ௡
…  …  …  …  …
ܽ௜ଵ … ܾ௜ … ܽ௜௡
…  …  …  …  …
ܽ௡ଵ … ܾ௡ … ܽ௡௡

ተ
ተ. 

Если определитель матрицы системы отличен от нуля, Δ≠0, то решение 
системы определяется равенствами: 

ଵݔ ൌ
∆ଵ

∆
ଶݔ ; ൌ

∆ଶ

∆
; … , ௜ݔ ൌ

∆௜

∆
; … , ௡ݔ ൌ

∆௡

∆
. 

Пример Решим по правилу Крамера систему трех линейных уравнений с 
тремя неизвестными. 

൝
ଵݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ଷݔ3 ൌ 1;

ଶݔ5 ൅ ଷݔ6 ൌ 2;
ଷݔ2 ൌ 3.

 

Запишем матрицу системы, столбец свободных членов и вычислим 
определитель матрицы системы: 

ܣ ൌ ൭
1 2 3
0 5 6
0 0 2

൱ ; ܤ ൌ ൭
1
2
3

൱ ; ∆ൌ |ܣ| ൌ อ
1 2 3
0 5 6
0 0 2

อ ൌ 10 ് 0. 

Определитель матрицы системы отличен от нуля. Система имеет 
единственное решение. Вычислим его по формулам Крамера. Для этого найдем 
определители ∆௝, ݆ ൌ 1, 3തതതതത. 

∆ଵൌ อ
1 2 3
2 5 6
3 0 2

อ ൌ െ7; ∆ଶൌ อ
1 1 3
0 2 6
0 3 2

อ ൌ െ14; ∆ଷൌ อ
1 2 1
0 5 2
0 0 3

อ ൌ 15. 

ଵݔ ൌ
∆భ

∆
ൌ

ି଻

ଵ଴
ଶݔ ; ൌ

∆మ

∆
ൌ

ିଵସ

ଵ଴
ൌ

ି଻

ହ
ଷݔ ; ൌ

∆య

∆
ൌ

ଵହ

ଵ଴
ൌ

ଷ

ଶ
. 

Проверим: 



33 
 

ܣ · ܺ ൌ ൭
1 2 3
0 5 6
0 0 2

൱ ·

ۉ

ۈ
ۇ

െ
଻

ଵ଴

െ
଻

ହ
ଷ

ଶ ی

ۋ
ۊ

ൌ ൭
1
2
3

൱ ൌ  .ܤ

1 Решить систему линейных уравнений по правилу Крамера: 

а) ൝
ݔ െ ݕ2 ൅ ݖ3 ൌ 6;

ݔ2 ൅ ݕ3 െ ݖ4 ൌ 20;
ݔ3 െ ݕ2 െ ݖ5 ൌ 6;

    б) ൝
ݔ5 ൅ ݕ െ ݖ3 ൌ െ2;
ݔ4 ൅ ݕ3 ൅ ݖ2 ൌ 16;
ݔ2 െ ݕ3 ൅ ݖ ൌ 17;

   в) ൝
െݔ ൅ ݕ2 ൅ ݖ ൌ 7;
ݔ3 െ ݕ ൅ ݖ6 ൌ 19;
െ4ݔ ൅ ݕ3 െ ݖ ൌ 8;

 

г) ൝
ݔ2 ൅ ݕ ൅ ݖ2 ൌ 1;
ݔ3 െ ݕ ൅ ݖ2 ൌ 1;

ݔ4 െ ݕ ൅ ݖ5 ൌ 10;
   д) ൝

ݔ ൅ ݕ െ ݖ2 ൌ 6;
ݔ2 ൅ ݕ3 െ ݖ7 ൌ 16;
ݔ5 ൅ ݕ2 ൅ ݖ ൌ 16;

   ж) ൝
ݔ ൅ ݕ2 ൅ ݖ ൌ 16;

ݔ ൅ ݕ െ ݖ ൌ 0;
ݔ4 െ ݕ ൅ ݖ5 ൌ 3;

 

з) ൞

ଵݔ2 െ ଶݔ ൅ ଷݔ3 ൅ ସݔ2 ൌ 1;
ଷݔଶ൅3ݔଵ൅3ݔ3 ൅ ସݔ2 ൌ 1;
ଵݔ3 െ ଶݔ െ ଷݔ ൅ ସݔ2 ൌ െ1
ଵݔ3 െ ଶݔ ൅ ଷݔ3 െ ସݔ ൌ െ1;

;
   и) ൞

ଵݔ2 ൅ ଶݔ3 െ ଷݔ െ ସݔ5 ൌ 0;
ଷݔଶ൅2ݔଵ൅6ݔ4 െ ସݔ ൌ 0;

ଵݔ2 ൅ ଶݔ3 െ ଷݔ5 െ ସݔ14 ൌ 0;
ଵݔ10 ൅ ଶݔ15 ൅ ଷݔ3 െ ସݔ7 ൌ 0.

 

 
Тема 3 Метод последовательного исключения неизвестных  

(метод Гаусса) 
 
Метод Гаусса является более универсальным и пригоден для систем с 

любым числом уравнений. Он заключается в последовательном исключении 
неизвестных из уравнений системы. 

Рассмотрим метод Гаусса на примере системы из трёх уравнений с тремя 
неизвестными: 













.

,

,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

Первое уравнение оставим без изменения, а из второго и третьего 
исключим слагаемые, содержащие 1x . Для этого второе уравнение разделим на 

21a  и умножим на 11a , а затем сложим с первым уравнением. Аналогично 
третье уравнение разделим на 31a  и умножим на 11a  и сложим с первым. В 
результате исходная система примет вид: 















.

,

,

'
33

'
332

'
32

'
23

'
232

'
22

1313212111

bxaxa

bxaxa

bxaxaxa

 

Теперь из последнего уравнения легко найти 3x , затем из второго 

уравнения 2x . Для этого третье уравнение разделим на '
32a , умножим на '

22a  и 
сложим со вторым. Тогда будем иметь систему уравнений: 
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













.

,

,

''
33

''
33

'
23

'
232

'
22

1313212111

bxa

bxaxa

bxaxaxa

 

Отсюда легко найти 3x , затем из второго уравнения 2x , и из первого 1x . 
Вместо того чтобы писать систему уравнений выписывают расширенную 
матрицу системы, которая состоит из коэффициентов этой системы и 
свободных членов. Приводим ее к ступенчатому виду. 

.

3

2

1

333231

232221

131211

















b

b

b

aaa

aaa

aaa

 

Матрица имеет ступенчатый вид, если 
 все ненулевые строки (имеющие по крайней мере один ненулевой 

элемент) располагаются над всеми чисто нулевыми строками; 
 ведущий элемент (первый ненулевой элемент строки при отсчёте 

слева направо) каждой ненулевой строки располагается строго правее ведущего 
элемента в строке, расположенной выше данной. 

.

00

0

34

24

14

33

2322

131211

















a

a

a

a

aa

aaa

 

Цель элементарных преобразований – привести матрицу к ступенчатому 
(треугольному) виду. 

Элементарными преобразованиями матрицы называются следующие 
ее преобразования: 

I Перестановка двух строк матрицы. 
II Умножение всех элементов одной строки матрицы на одно и то же 

число, отличное от нуля. 
III Прибавление к элементам одной строки соответствующих элементов 

другой строки, умноженных на одно и то же число. 
IV Вычеркивание нулевой строки. 
Пример: 
Решить методом Гаусса систему уравнений: 














.92

,1332

,1523

zyx

zyx

zyx

 

Запишем расширенную матрицу системы: .

9

13

1

121

312

523















 





 

Поменяем местами первую и третью строки 
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.

1

13

9

523

312

121

9

13

1

121

312

523





































 





 

Мы получили единицу в верхнем углу. Теперь нужно получить нули в 
первом столбце 2-ой и 3-ей строки. Для этого ко второй строке прибавим 
первую строку, умноженную на -2: 

 
 
 
 

К третьей строке прибавим первую, умноженную на 3: 

.

28

5

9

240

550

1213

1

5

9

523

550

121



















































 

Вторую строку умножим на -1/5, а третью строку на -1/2 

.

14

1

9

120

110

121

)2(

)5(

28

5

9

240

550

121














































 

К третьей строке прибавим вторую строку, умноженную на -2 

.

4

1

9

100

110

121

3

112

1

9

300

110

121

)2(

14

1

9

120

110

121



























































 

Из последней строчки находим, что 4z . 
Из второй строки находим y: .514  yy  
И из первой строки найдем x: .6452 x  
Таким образом, мы нашли решение системы: 













.4

,5

,6

z

y

x

 

Решить методом Гаусса следующие системы уравнений: 

1 












;435

,932

,423

zyx

zyx

zyx

 2 













;13

,32

,932

zyx

zyx

zyx

 3 













;22

,3

,18257

zyx

zyx

zyx

4 













;6352

,10523

,1263

zyx

zyx

zyx

 

5













;1643

,1432

,2232

zyx

zyx

zyx

 6 












;72

,2865

,1143

zx

zy

yx

 7 













;11423

,11243

,42

zyx

zyx

zyx

 8 

















;432

,632

,423

,132

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

 

.

1

5

9

523

550

121)2(

1

13

9

523

312

121

9

13

1

121

312

523
































































 





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9 
















;8232

,4223

,8322

,6232

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  10
















;5234

,1223

,1322

,5432

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

11 
















;5534

,12523

,432

,543

zyx

tyx

tzx

tzy

 

12

















;633

,623

,2333

,4232

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

  13 
















;33635

,23

,043

,12

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  14 

















;313215

,0101324

,24362

,17543

431

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

15 





















;4113421135

,1191454

,2520137

,0653

,137432

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  16 
















;133

,123

,12333

,1232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

17 

















;09515

,023

,13423

,1432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

           18 
















;17332

,2432

,04232

,13233

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

19 





















;0332

,0463

,05352

,023242

,022

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

      20 

















.0731510

,014532

,0264

,0532

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

  



37 
 

Шатных Олеся Николаевна 
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