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1. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ   
 
 Тема 1. Напряженно-деформированное состояние в точке.  

Гипотезы прочности 
 

 Напряженное состояние в точке. Компоненты напряжений, их обозна-
чения. Главные оси и главные напряжения. Экстремальные касательные на-
пряжения. Определение положения главных площадок и величины главных на-
пряжений при  плоском напряженном состоянии. Деформированное состояние 
в точке тела. Компоненты деформированного состояния. Главные оси дефор-
мированного состояния и главные деформации, их определение. Обобщенный 
закон Гука в общем случае напряженного состояния. Объемная деформация. 
Удельная потенциальная энергия деформации в общем случае напряженного 
состояния и её составляющие: удельная потенциальная энергия изменения 
объема и удельная потенциальная энергия изменения формы.  
 Гипотезы (теории) прочности, их назначение. Эквивалентное напряже-
ние.  Хрупкое и пластическое состояние материала при разрушении. Гипотезы 
наибольших нормальных напряжений и деформаций в случае хрупкого состоя-
ния материала. Гипотеза разрушения Мора для материалов с различными пре-
делами прочности при растяжении и сжатии. Гипотезы наибольших каса-
тельных напряжений и энергии формоизменения при возникновении пластиче-
ских деформаций. 
 В данной  теме изучается напряженное и деформированное состояние при 
сложном сопротивлении стержня, т.е. при одновременном действии на него 
растягивающих (сжимающих), скручивающих, изгибающих и т.п. нагрузок.  
При подобном нагружении значительно усложняется процесс нахождения 
опасных точек.  Для определения величины максимальных напряжений и  по-
ложения площадок, на которых они действуют, возникает необходимость ис-
следования напряженного состояния в  точке деформируемого стержня. На-
пряженное состояние в точке - совокупность нормальных и касательных на-
пряжений, действующих по всевозможным площадкам, проведенным через эту 
точку. 
 Основной задачей исследования напряженного состояния является опре-
деление напряжений по произвольной площадке, проходящей через данную 
точку, положения главных площадок и значений главных нормальных напря-
жений.  
 Исследуя напряженное состояние в определенной точке, в ее окрестности 
выделяют бесконечно малых размеров (элементарный) параллелепипед, ребра 
которого направлены вдоль соответствующих координатных осей. На каждой 
грани параллелепипеда могут возникнуть нормальные σ и касательные τ  на-
пряжения (рис. 1). В общем случае на гранях параллелепипеда  действует де-
вять компонентов напряжения, которые можно представить в виде тензора на-
пряжений Тσ: 
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.     (1) 

 

 
Рис. 1. Точка нагруженного элемента  

 

 Тензор напряжений полностью описывает напряженное состояние в точ-
ке. Если он известен, то можно найти напряжения на любой из площадок, про-
ходящих через данную точку. При этом  касательные напряжения на взаимно-
перпендикулярных гранях равны между собой:  τху = τух;   τхz = τzx; τzу = τуz. 
 Среди бесконечного множества направлений и площадок, проходящих 
через рассматриваемую точку, всегда можно найти такие, на которых касатель-
ные напряжения τ отсутствуют. Такие площадки называются главными, а нор-
мальные напряжения на них - главными нормальными напряжениями σ1 , σ2 , σ3 . 
Напряжения растяжения считаются положительными, сжатия – отрицательны-
ми. С учетом знака на главных площадках напряжения принимают свои экс-
тремальные значения - максимум σ1, минимум σ3 и минимакс σ2 (σ1  ≥ σ2 ≥ σ3). 
 Различают линейное (одноосное), плоское (двухосное) и объемное (трех-
осное) напряженные состояния (рис. 2). Если главные напряжения действуют 
по одному (рис. 2, а) или двум направлениям (рис. 2, б), то напряженные со-
стояния называются линейным и плоским, соответственно. Напряженное со-
стояние считается объемным, если напряжения действуют по всем граням па-
раллелепипеда или  трем направлениям (рис. 2, в).     

                                   

                                             а)                       б)                              в) 
Рис. 2.  Виды напряженных состояний: 
а – линейное; б – плоское; в – объемное 
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 С напряжениями связаны деформации. Деформированное состояние в 
точке - это совокупность относительных линейных деформаций и углов сдвига 
для всевозможных направлений осей, проведенных через данную точку. 
 Аналогично напряженному состоянию можно указать такие три ортого-
нальные направления (с индексами 1, 2, 3), называемые главными осями де-
формации,  для которых угловые деформации равны нулю. При этом линейные 
деформации принимают свои экстремальные значения (ε1 - максимум, ε3 - ми-
нимум, ε2 - минимакс), причем по алгебраической величине, т.е.  ε1 ≥ ε2 ≥ ε3. 
Деформации ε1, ε2, ε3  в направлениях которых отсутствуют углы сдвига, назы-
ваются главными деформациями в точке.  
 Для  изотропных  материалов  при  объемном  напряженном  состоянии 
(рис. 2, в)  связь между деформациями и напряжениями задается уравнениями 
обобщенного закона Гука: 
 

; 

;                         (2) 

, 
 

где  Е, μ  – упругие постоянные материала: модуль продольной упругости и ко-
эффициент поперечной деформации, соответственно.  
 Для плоского напряженного состояния, часто встречающегося в деталях 
машиностроительных конструкций, главные напряжения определяются по 
формуле:  

                      (3) 

 
 В частном случае плоского напряженного состояния (одно из  : 
 

                       .                                    (4) 
 

 Максимальные касательные напряжения    действуют на площадках 
под углом 45° к главным и равны: 
 

                                                    .                                                    (5) 
  

Нарушение прочности происходит при переходе материала стержня в 
предельное состояние. Для пластичных материалов - из упругого состояния в 
пластическое при превышении предела текучести σT. Это связано с изменением 
первоначальных размеров стержня. Для хрупких – в состояние разрушения при 
превышении предела прочности  σВ.   
 При сложном сопротивлении возникновение предельного (опасного) со-
стояния зависит от всех, имеющихся в опасной точке, напряжений. А их, как 
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отмечалось выше,  в общем случае нагружения по каждой грани точки действу-
ет шесть или  в координатах главных осей – три.  Так как в условии прочности 
используются предельные напряжения σT  и  σВ, полученные из лабораторных 
испытаний на растяжение образца (линейное напряженное состояние), то слож-
ное  напряженное состояние следует сравнивать с линейным. Перейти от слож-
ного напряженного состояния к эквивалентному, равноопасному ему (с точки 
зрения прочности материала) простому одноосному растяжению, позволяет 
введение критерия (гипотезы) прочности. 
  Эквивалентное напряжение σэкв - это напряжение, под действием которо-
го материал в условиях  простого растяжения-сжатия оказывается в равноопас-
ном состоянии с рассматриваемым заданным   сложным напряженным состоя-
нием (н.с.) (рис. 3). 

 

                                
  Заданное сложное                          Эквивалентное                                       Предельное простое 
   (объемное) н.с.                               (линейное) н.с.                                          (линейное) н.с. 
  

                                          Рис. 3. Эквивалентное напряжение 
 

 Таким образом, чтобы выполнить расчет на прочность при сложном на-
пряженном состоянии, необходимо «перейти» от него к простому растяжению.  
Используя, наиболее подходящий критерий прочности или пластичности, найти 
наибольшее эквивалентное напряжение max σэкв. Затем сравнить это эквива-
лентное напряжение  с допускаемым напряжением [ σ ], найденным из опытов 
на растяжение: 

[ ] σ σэкв max ≤ .                                                  (6) 
 

 Основной задачей при обосновании критерия прочности оказывается пра-
вильный выбор главного фактора, влияющего на прочность материала при 
сложном напряженном состоянии.  В настоящее время для пластичных мате-
риалов с одинаковыми значениями пределов текучести при растяжении и сжа-
тии (σТр =  σТс) используются две теории (третья и четвертая),  характеризую-
щие  переход от упругого состояния в пластическое.  
 Согласно третьей (III) теории в качестве критерия прочности принята ве-
личина наибольшего касательного напряжения.   По этой теории эквивалент-
ное напряжение   III

эквσ    определяется:  
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 - для объемного напряженного состояния: 
;                                                            (7) 

 

 - для частного, упрощенного случая плоского напряженного состояния: 
          

                       .                                                            (8) 
 

 По четвертой (IV) теории прочности в качестве критерия прочности  
принимают количество удельной потенциальной энергии формоизменения, на-
копленной деформированным элементом.  Эквивалентное напряжение по чет-
вертой энергетической теории прочности   
 - для объемного напряженного состояния рассчитывается: 
 

;                        (9) 
 

 - для частного случая плоского напряженного состояния: 
 

                                             .                                                (10) 
 

 Для материалов, различно сопротивляющихся растяжению с допускае-
мым напряжением  и сжатию , то есть для хрупких материалов исполь-
зуется теория прочности Мора (III, а): 
 

.        (11) 

  
 

Тема 2. Сложное сопротивление (задачи 1-3) 
 

 Сложное сопротивление. Общий случай сложного сопротивления. Рас-
четы на прочность произвольно нагруженных элементов конструкций по раз-
личным гипотезам прочности. Плоские рамы, построение эпюр внутренних си-
ловых факторов, статическая проверка правильности их построения. Расчет 
на прочность при совместном действии изгиба и кручения; кручения и растя-
жения-сжатия. Косой изгиб. Определение напряжений и перемещений при ко-
сом изгибе. Расчеты на прочность и жесткость. Внецентренное растяжение-
сжатие.  
 В общем случае сложного сопротивления в поперечных сечениях стержня 
возникает шесть внутренних силовых факторов (ВСФ) -  продольная N и попе-
речные силы  QУ, QZ;  крутящий МХ  и изгибающие МУ, МZ  моменты. При 
сложном сопротивлении используется принцип независимости действия сил 
или принцип  суперпозиции.  Согласно ему,  сложное нагружение раскладыва-
ется на простые деформации: растяжение-сжатие,  кручение и изгиб в одной 
или двух плоскостях. Для каждого простого нагружения строятся эпюры соот-
ветствующих внутренних силовых факторов. Анализируя эпюры, находятся 
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опасные сечения стержня с  учетом профиля его поперечного сечения (круглое, 
прямоугольное, квадратное и т.д.).  При этом основное внимание уделяется 
эпюрам моментов   МХ,  МУ, МZ.  Показываются опасные сечения со всеми 
ВСФ. Исходя из метода сечений,  направление каждого внутреннего силового 
фактора подбираются так, чтобы  оставленные части стержня находились  в 
равновесии. Для   стержня круглого профиля действием касательных напряже-
ний от поперечных сил можно пренебречь и два изгибающих момента  МУ ,  МZ  
заменить одним - суммарным. От каждого ВСФ определяются максимальные 
нормальные или касательные напряжения,  строятся эпюры их изменения по 
сечению. С помощью эпюр, учитывая знаки напряжений,  находятся опасные 
точки. Устанавливается вид напряженного состояния для опасных точек и про-
изводится необходимый расчет на прочность по требуемым теориям прочности. 
 В частных  случаях сложного сопротивления в поперечных сечениях 
стержня возникает два и более ВСФ.  Например, при   косом изгибе  - 4 внут-
ренних силовых фактора: две силы QУ , QZ   и два момента МУ , МZ  (продольная 
сила и крутящий момент равны нулю); при внецентренном растяжении-сжатии  
- 3 ВСФ: сила N и моменты МУ , МZ  ; при совместном действии кручения и из-
гиба в общем случае возникает пять  ВСФ  и  равна нулю только продольная 
сила.  Сложное сопротивление испытывают и стержни пространственных или 
плоских рам. Рамой называется конструкция из жестко соединенных между со-
бой стержней. Стержни плоской рамы испытывают растяжение-сжатие и изгиб, 
т.е. для них строятся эпюры продольной N и поперечной сил Q и изгибающего 
момента М. Правила знаков ВСФ - прежние, установленные при рассмотрении 
простых (растяжение-сжатие, кручение и изгиб) видов нагружения. Осуществ-
ляется статическая проверка правильности  построения эпюр с помощью про-
верки равновесия узлов: в  узлах рамы, т.е. в тех местах, где сходятся  стержни,  
алгебраическая сумма всех ВСФ должна быть равна нулю. Затем, анализируя 
эпюры,  находится опасное сечение рамы. При этом основное внимание уделя-
ется эпюре изгибающего момента, т.е. расчет на прочность производится как 
при чистом изгибе.   
 При расчете на прочность валов, испытывающих кручение и изгиб,  влия-
нием внутренних сил  N, QУ , QZ  , как правило,  пренебрегают. Т.е. рассматри-
ваются три момента - крутящий МХ  и два изгибающих МУ,  МZ   и, как следст-
вие,  касательное и нормальные напряжения.  При этом в опасной точке опас-
ного сечения возникает частный случай плоского напряженного состояния 
(формулы  8, 10).  Исходя  из данных формул, учитывая то, что для круглого 
поперечного сечения диаметром d полярный момент сопротивления сечения 

    равен двум осевым моментам ,  условие 

прочности будет иметь  вид:   
  

                                                       max .                                           (12) 
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Здесь МЭКВ  - эквивалентный момент, учитывающий совместное действие изги-
ба и  кручения  стержня круглого поперечного сечения и принятую теорию 
прочности. По третьей гипотезе наибольших касательных напряжений:  

 .                                              (13) 

По  IV  (энергетической) теории прочности:  
 

                                        .                                      (14) 

 
Тема 3. Статически-неопределимые системы (задача 4) 

 
 Статически неопределимые системы. Понятие о степенях свободы и 
связях. Степень статической неопределимости. Теоретические основы мето-
да сил. Дополнительные или «лишние» связи и неизвестные. Основная и эквива-
лентная системы. Канонические уравнения метода сил. Вычисление коэффици-
ентов и свободных членов. Расчет статически неопределимых плоских рам и 
балок методом сил. Особенности выбора основной системы для плоских рам. 
Прямая и обратная симметрия.  Расчет статически неопределимых стерж-
невых систем, элементы которых испытывают растяжение, сжатие, мето-
дом сил. Методика определения температурных и монтажных усилий и на-
пряжений в элементах системы, вызванных изменением температуры и не-
точностью изготовления отдельных её элементов. 
 Стержневые системы (рамы, балки, фермы и т.д.), которые не могут быть 
решены с помощью одних уравнений равновесия статики или с помощью толь-
ко метода сечений, называются статически неопределимыми. Стержневая сис-
тема, воспринимающая нагрузку, должна быть геометрически неизменяемой, 
т.е. в таких системах любое сечение стержней  может перемещаться только за 
счет их деформации. Геометрическая неизменяемость системы обеспечивается 
накладываемыми на нее связями. Связи могут быть необходимыми  и  «лишни-
ми». Связи, удаление которых сохраняет геометрическую неизменяемость сис-
темы, называют «лишними», избыточными. При раскрытии  статической неоп-
ределимости системы составляются дополнительные уравнения, позволяющие 
определить усилия по направлению  «лишних» связей. Различают внутренние 
(при отбрасывании, мысленном разрезании стержней) и внешние «лишние» 
связи - при удалении опор. 
 Для раскрытия статической неопределимости в машиностроении наи-
большее применение  получил метод сил. Основа метода заключается в том, 
что  система освобождается  от «лишних» связей. Их  действие заменяется си-
лами или моментами, подобранными так, чтобы перемещения в системе соот-
ветствовали ограничениям, накладываемым на систему отброшенными связя-
ми. Порядок раскрытия статической неопределимости системы методом сил 
следующий: 
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 1. Вычислить степень статической неопределимости стержневой систе-
мы (или число «лишних» связей) и, следовательно, количество недостающих 
уравнений. Для этого от числа всех связей нужно отнять число связей, необхо-
димых и достаточных для равновесия и геометрической неизменяемости. 
 2. Выбрать основную систему (при этом желательно обеспечить наиболее 
простое решение задачи). В ней требуется мысленно отбросить все «лишние» 
связи и внешнюю нагрузку. Таким образом,  основная система должна быть 
статически определимой и геометрически неизменяемой.  
 3. Представить эквивалентную систему. Для этого к основной системе 
вместо отброшенных связей требуется приложить «лишние» неизвестные силы 
или моменты  Х1, Х2 ,…. Хп  и  заданную нагрузку.  
 4. Составить канонические уравнения метода сил. Для один раз статиче-
ски неопределимой системы - одно уравнение: 
 

;                                                                  (15) 
 

для двух раз статически неопределимой системы - два:  
 

;                                       (16) 
;    

 

для n раз статически неопределимой системы - n уравнений: 
 

;                               (17) 
; 

 
 

Здесь   – перемещения от единичных нагрузок ( … - главные ко-
эффициенты, ,…,  - вспомогательные коэффициенты);  

 – перемещения от внешней нагрузки (  - свободные члены ка-
нонических уравнений).  
 Для расчета перемещений систем, состоящих из прямолинейных стерж-
ней постоянной жесткости, наиболее простым и наглядным является метод А.К. 
Верещагина или метод перемножения эпюр (для рам обычно учитываются 
только изгибающие моменты).  
 5. К основной системе приложить только внешнюю нагрузку, т.е. пред-
ставить  «грузовое состояние». Построить для грузового состояния эпюру из-
гибающего момента МР. 
 6. Показать «единичные состояния».  Для этого добавить к основной сис-
теме единичные (равные единице) силы или моменты, приложенные там, где 
отбрасывались неизвестные Х1, Х2 ,…. Хп. Построить эпюры изгибающих мо-
ментов от единичной нагрузки  М1, М2 ,…. Мп.  
 7. С помощью способа Верещагина, т.е. перемножения  эпюр, определить  
коэффициенты  и свободные члены  канонических уравнений. При этом для 
нахождения главных коэффициентов …  соответствующие эпюры 
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от единичной нагрузки перемножаются «сами на себя», т.е. с одной и той же 
эпюры берется и ее площадь, и момент под центром тяжести. Для вычисления 
остальных коэффициентов и свободных членов на одной эпюре изгибающих 
моментов находится площадь и центр тяжести, на другой – момент под этим 
центром.   
 8. Решить  каноническое уравнение (15) для один раз неопределимой или 
систему канонических уравнений (16), (17) для двух и более раз неопределимых 
систем, т.е. найти величины и направление «лишних» неизвестных  сил или 
моментов Х1, Хг.....Хп.  На этом статическая неопределимость стержневой сис-
темы считается раскрытой.  
 9. Значения неизвестных  показывают в эквивалентной системе и строят 
окончательные эпюры внутренних силовых факторов.  Далее расчет на проч-
ность производится как для обычной статически определимой системы. 

 
Тема 4. Устойчивость сжатых стержней (задача 5) 

 
 Понятие об устойчивой, безразличной  и неустойчивой  формах равнове-
сия. Устойчивость сжатых стержней. Критическая сила и напряжение. Ус-
ловие устойчивости. Формула Л.Эйлера при различных случаях опорных закре-
плений и пределы её применимости. Понятие о потере устойчивости при на-
пряжениях, превышающих предел пропорциональности. Формула Ф.С. Ясин-
ского для определения критической силы и критического напряжения. Расчет 
по коэффициентам уменьшения основного допускаемого напряжения на сжа-
тие. 
 Сопротивление материалов рассматривает не только вопросы прочности, 
жесткости, но и устойчивости конструкций. Проблема устойчивости первона-
чальной формы равновесия особенно актуальна для длинных,  тонких стерж-
ней, находящихся под действием сжимающих нагрузок. Если прямой стержень 
нагружать все возрастающей  силой, то при некотором ее значении стержень 
изогнется (выпучится). Минимальная сжимающая сила, при которой наряду с 
прямолинейной формой  становится возможной другая (криволинейная) форма 
равновесия стержня, называется  критической силой  Ркр .  Практически потеря 
первоначальной прямолинейной формы равновесия стержня равносильна вы-
ходу конструкции из строя, т.е. критическая сила или критическое напряжение 
σкр являются при расчетах на устойчивость предельными, опасными.  Таким 
образом, конструкция считается устойчивой, если напряжение σ, возникающее 
в ней, не превышает допускаемого напряжения   :  
 

;         или          ,                 (18) 

 

где  – сжимающая сила;  – площадь поперечного сечения стержня;  
[n]y – требуемый, нормативный коэффициент запаса устойчивости. 
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 При расчете  на устойчивость необходимо знать величину критической 
силы Ркр  сжатого стержня.  Для сравнительно длинных  и тонких стержней 
(стержней большой гибкости)  сила Ркр  определяется по формуле Л. Эйлера: 
 

                                         ,                                                        (19) 

где  Е - модуль продольной упругости материала стержня;   - минималь-
ный момент инерции поперечного сечения;  l  - длина стержня;  µ - коэффици-
ент приведения длины, учитывающий условия закрепления концов стержня. 
Значения коэффициента µ  и  наиболее применяемые способы опирания  для 
однопролетных стержней показаны на рис. 4.  
  

 
 

Рис. 4. Значения коэффициентов приведения длины  µ  
при различных способах закрепления концов стержня 

  
 

 Формула Эйлера справедлива в пределах закона Гука, т.е. до тех пор, по-
ка критическое напряжение σкр  в стержне не превосходит предела пропорцио-
нальности его материала σпц: 
 

                                     (20)  

 
На практике применимость формулы  Эйлера оценивается по гибкости. 

Критическую силу можно считать по Эйлеру, если фактическая гибкость 
стержня   больше (или равна) предельной гибкости  :  
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                                                                      (21) 

 

где      –  минимальный   радиус   инерции   поперечного   сече-

ния. 
  Если  напряжение  σкр  превышает предел σпц, а  гибкость  

(стержни  средней гибкости), то для расчета критических напряжения σкр  или 
силы  Ркр  используется  эмпирическая зависимость Ф.С. Ясинского: 
 

;          или                         (22) 
 

Здесь а, b — коэффициенты, зависящие от свойств материала.  Например, для 
малоуглеродистой стали  эти коэффициенты равны  а = 310 МПа, b = 1,14 МПа;  
для хромомолибденовой стали  а = 1000 МПа,  b = 5,57 МПа. 
 Стержни малой гибкости рассчитываются только на прочность, т.е. кри-
тическое напряжение принимается равным пределу текучести или прочности.  

 
Тема 5. Динамические нагрузки  (задача 6) 

 
 Динамические нагрузки. Расчет элементов конструкций с учетом сил 
инерции на основе использования принципа Даламбера. Определение напряже-
ния в стержневых системах при равномерном вращении, при неравномерном 
поступательном движении. Расчет элементов конструкций при действии 
ударной нагрузки в случае соударения одного груза с ударяемой системой. Спо-
соб расчета по балансу энергии. Расчет на удар при осевом действии нагрузки. 
Определение напряжений при скручивающем и изгибающем ударах. Пути сни-
жения динамических напряжений при ударе. Испытание на удар.  
 Работа многих машин  сопряжена с ударными нагрузками. Удар  характе-
ризуется резким изменением скорости соударяющихся тел за очень малый (ты-
сячные, миллионные доли секунды)  промежуток времени. В конструкциях при 
ударе, по сравнению со статическим т.е. плавным, медленным приложением 
нагрузки,  возрастают  напряжения  и деформации. 
 Конструкции, подвергающиеся удару,  могут испытывать различные виды 
нагружений: растяжение-сжатие; изгиб; кручение и т.д.  При этом различают 
продольный, поперечный (изгибающий), крутящий и другие удары. Каждый  
удар сопровождается соответствующими виду нагружений, напряжениями и 
деформациями.  Например,  продольный и изгибающий удары - нормальными 
напряжениями, осевым перемещением и прогибом сечений; крутящий – каса-
тельными напряжениями и углом поворота поперечных сечений. 
 Определение динамических нормальных напряжений  и перемещений 

для продольного и изгибающего ударов сводится к нахождению соответст-



14 
 

вующих напряжений  и перемещений , вызванных статически прило-
женной силой, равной весу падающего груза и  динамического коэффициента 

: 
 

;                                       (23) 
         .  
 

 Динамический коэффициент  при падении груза определенного веса с 
некоторой высоты h  может быть рассчитан по формуле: 
 

,                                        (24) 
 

где  – перемещение сечения в точке удара при статическом приложении на-
грузки. В частном случае мгновенного приложения нагрузки (при h=0)    = 2. 
 Из приведенной  формулы (24)  следует, что динамический коэффициент 
(а, значит  напряжения и деформации) снижается при уменьшении жесткости 
упругой системы, т.е. - увеличении . Поэтому для смягчения ударов широко 
применяют различного типа пружины и рессоры, обладающие значительной 
податливостью (небольшой жесткостью).  Для цилиндрической винтовой пру-
жины статическое перемещение  или осадка  λ  определяется по выраже-
нию: 
 

                                               ,                                 (25) 
 

где  – сжимающая сила;  – средний диаметр витков пружины;  – диаметр 
проволоки;  – число рабочих витков пружины;  – модуль сдвига материала 
пружины. 
 Пользуясь понятием о коэффициенте жесткости можно представить фор-
мулу  (25)  в виде:  
                                                              ,                                                    (26) 

 

где   – коэффициент жесткости пружины, численно равной силе, 
вызывающей осадку, равную единице длины. 
 Если вместо коэффициента жесткости С ввести величину, ему обратную, 
т.е.  коэффициент податливости , то осадка пружины равна:  
 

                                                              ,                                                    (27) 
 

где  - коэффициент податливости пружины, численно равный 
изменению ее высоты, вызываемому силой, равной единице силы. 
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 2. СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 

 Каждый из 10 вариантов контрольной работы содержит 6 задач,  каждой 
задаче соответствует расчетная схема и табл. 1, 2 исходных данных.  
 

Задача №1 (табл. 1).  Плоская статически-определимая рама, с попереч-
ным сечением в форме  квадрата со стороной  с, нагружена по указанной схе-
ме. Требуется определить необходимую величину размера сечения с, т.е.  вы-
полнить проектировочный  расчет на прочность. Построить эпюры внутренних 
силовых факторов (продольной и поперечной сил, изгибающего момента). При 
расчете на прочность учесть только напряжение от изгибающего момента. 

Материал стержней рамы  –   низкоуглеродистая сталь; сосредоточенная 
сила   Р = 5 кН,  длина ι = 0,5 м,  допускаемое  напряжение  [ σ ] = 160 МПа. 
Жёсткость сечения стержней системы  ЕJн.о. постоянна. Численные значения 
коэффициентов нагрузок  а1, а2, а3  и длин участков  b1, b2, b3  приведены в 
табл.1. 
 

Задача №2 (табл. 1, 2). Для прямого стержня, испытывающего сложное 
сопротивление,  выполнить проверочный расчёт на прочность. При проверке 
использовать третью теорию прочности (теорию наибольших касательных на-
пряжений).  

Стержень имеет прямоугольное  поперечное сечение с соотношением 
сторон  h/b = 2,5.  Допускаемое напряжение [ σ ] = 200 МПа, длина ι = 1 м.    
Коэффициенты  а1, а2, а3  и  b1, b2, b3   взять из табл. 1. Размер большей стороны 
сечения h,  величина интенсивности равномерно распределенной нагрузки q 
даны в табл. 2.  

 

Задача №3 (табл. 1, 2). Определить необходимый диаметр вала d,  на ко-
тором   насажены зубчатые колеса  и  шкивы диаметрами D1,  D2, Dшк, соответ-
ственно. При подборе сечения применить четвертую  (энергетическую) теорию 
прочности. Вал передает мощность N, кВт  с числом оборотов  n, об/мин  через 
зубчатое колесо диаметром D1 .   

Численные значения  N,  n, D1,  D2, Dшк  указаны в табл.2. Длина  ι = 0,2 м; 
материал вала – сталь;   допускаемое   напряжение   [ σ ] = 60 МПа.  Коэффици-
енты  длин участков вала b1, b2, b3   приведены в табл.1.  

Силы взаимодействия между зубчатыми колесами представлены тремя 
взаимно перпендикулярными составляющими  Р, Т  и  А. Здесь  Р – окружное 
усилие, направленное по касательной к начальной окружности колес; Т – ради-
альная сила, направленная по радиусу к центру колеса; А – осевое усилие,  т.е. 
параллельное оси вала.  При нахождении величины усилий в зубчатом зацепле-
нии принять, установленное из практики соотношение между составляющими:  
Т = 0,4Р;  А = 0,2Р.  В шкивах заданы силы  натяжения ременной передачи S. 
Усилие натяжения ведущей ветви  S1 в два раза больше усилия ведомой  S2,  т.е. 
S1 = 2S2.  В расчете на прочность действием продольной силы пренебречь. 
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Задача №4 (табл. 1, 2).  Для плоской статически-неопределимой рамы 
требуется найти величину допускаемой нагрузки [ P ] или ее грузоподъемность. 
Рама имеет трубчатое   поперечное сечение с соотношением внутреннего и на-
ружного диаметров  d0 /d = 0,7. Жёсткость сечения стержней  системы  ЕJн.о. 
постоянна. 

Материал стержней рамы - сталь; допускаемое напряжение [ σ ]=180МПа;   
длина  ι = 0,5 м. Численное значение наружного диаметра трубы d приведено в 
табл. 2; а коэффициентов нагрузок и длин а1, а2, а3;  b1, b2, b3  - в табл. 1.  

При раскрытии статической неопределимости использовать метод сил. В 
расчете на прочность учесть действие только изгибающего момента.  

 

Задача №5 (табл. 1, 2).  Проверить на устойчивость сжатый стержень 
заданного сечения из хромомолибденовой стали  (предел пропорциональности 
σпц = 540 МПа; модуль продольной упругости  Е = 2,1∙105 МПа).  

Известны: величина сжимающей силы Р = 200 кН; рабочая длина стержня 
ι = 2,5 м; требуемый коэффициент запаса устойчивости [ nу  ] = 2,0; размер с 
поперечного сечения (табл. 2), коэффициент силы а3  и длины b1 (табл.1). 

 

Задача №6 (табл. 1, 2).  На стальную двухопорную балку двутаврового 
поперечного сечения с высоты Н  падает груз весом  Р.  Требуется: 

 1) найти максимальное  динамическое напряжение в балке и проверить 
ее прочность при допускаемом напряжении [ σ ] = 100 МПа;  

 2) рассчитать наибольшее динамическое напряжение  в балке при замене 
шарнирно подвижной опоры пружиной с податливостью β = 0,03  м/кН;  

 3) сравнить полученные результаты (оценить способность пружины сни-
жать динамические напряжения). Массу балки не учитывать. 

Принять вес груза  Р = 1 кН; длину  ι = 1 м;  модуль продольной упруго-
сти материала балки Е = 2·105 МПа.  Высота падения груза Н и номер  двутавра  
указаны в табл. 2, коэффициенты b1, b2  - в табл.1.   

 
3. ВЫБОР ВАРИАНТА И ИСХОДНЫХ ДАННЫХ  

 
 Вариант и исходные данные для выполнения задач контрольной работы 
выбираются из табл. 1 и 2 по трем  последним  цифрам учебного шифра сту-
дента (№ студенческого билета или зачетной книжки) и первым трем буквам 
русского алфавита, которые следует расположить под цифрами шифра. При 
этом каждому столбцу  или букве  соответствует определенная строка (цифра).   
 Предположим последние три цифры учебного шифра – 450:  
 

   шифр (номер строки)   -   4 5 0
буквы (номер столбца)  -    а б в

 
 Здесь, столбцу а  соответствует строка 4;  столбцу б – строка 5; столбцу 
в – строка 0.   Тогда,  для табл. 1   студент должен взять из первого столбца  в 
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строку 0, т.е. выполнить вариант №10;  из второго  столбца  б – строку 5,  т.е. 
а1 = 1;  из третьего столбца а - строку номер 4 (а2  = 2) и т.д. 
 Если числовые коэффициенты а1, а2 имеют отрицательный знак, то на 
расчетной схеме следует изменить направление  нагрузки на противоположное, 
затем в расчетах знак минус не принимать во внимание.  

Табл. 1, 2 и варианты задач  приведены ниже.    
 
 

  Таблица 1   
Данные для задач  1- 6 

 

№ 
строки 
(цифра 
шифра) 

 
№ 

варианта
 

 
Численные величины коэффициентов 

 

нагрузок длин участков 

а1 а2 а3 в1 в2 в3 

1 1 3 - 0,5 1 0,5 0,5 3 

2 2 - 2,5 1 1,25 1 1 2 

3 3 0,75 - 1,5 2 1,5 2 1 

4 4 - 1,5 2  1 2 3 0,5 

5 5 1 - 2,5 1,5 2,5 0,5 0,5 

6 6 - 0,5 3  2 3 1,5 1 

7 7 1 - 2,5 1 0,5 2,5 2 

8 8 - 1,25 2  1,75 1 1 3 

9 9 2 - 1,5 2 1,5 2 2,5 

0 10 - 1,75 1  3 2 3 2 
№  

столбца 
(буква 

 алфавита)   
в б а  в  б  а б 

 
Примечание. Направление нагрузок, имеющих знак  минус  перед коэф-

фициентами, должно быть изменено на противоположное,  указанному на 
схеме. Затем в расчетах знак минус не учитывать. 
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      Таблица 2 
Данные к задачам  2, 3, 4, 5, 6 

 
 

   № 
строки 
(цифра 
шифра) 

Задача №2 Задача №3 
Задача 
№4 

Задача 
№5 Задача №6 

h, 
м 

q,  
 

кН/м 
N, 
кВт 

n,   
об/мин 

D1, 
мм 

D2 , 
мм 

Dшк, 
мм 

d, м с, м  H, м №  
двутавра

1 0,25 5 5 300 80 160 250 0,1 0,05 0,2 20 

2 0,2 4 7 325 90 180 300 0,12 0,075 0,25 20а 

3 0,15 3 10 350 100 200 350 0,14 0,1 0,3 24 

4 0,1 2 12 375 120 220 400 0,16 0,125 0,35 24а 

5 0,15 5 15 400 80 240 450 0,18 0,25 0,4 27 

6 0,2 7 17 425 90 260 500 0,2 0,125 0,45 27а 

7 0,25 6 20 450 100 280 450 0,22 0,1 0,5 30 

8 0,05 4 25 475 120 300 400 0,24 0,075 0,45 30а 

9 0,3 2 30 480 80 320 300 0,26 0,05 0,4 33 

0 0,35 3 35 500 90 340  350  0,28 0,025 0,35 36 

№ 
столбца 

(буква 
алфавита) 

в а б в а б в а б а б 



19 
 

  



20 
 

 



21 
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24 
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4. ОФОРМЛЕНИЕ РАБОТЫ 
 
 1. Каждая контрольная работа выполняется в отдельной ученической тет-
ради с полями для замечаний рецензента, пронумерованными страницами. До-
пускается применение листов писчей бумаги формата А4 (297·210), скреплен-
ных в виде альбома.  
 2. В заголовке контрольной работы следует указать: наименование учеб-
ного заведения и кафедры; номер контрольной работы; название дисциплины; 
фамилию, имя и отчество студента (полностью); учебный шифр; номер группы; 
фамилию и инициалы преподавателя; год; почтовый адрес; отметку деканата. 
     3. Каждая задача должна содержать формулировку (полностью выписать 
ее условие),  исходные данные и две расчетные схемы. Одна схема должна пол-
ностью соответствовать рисунку задания варианта, вторая – схеме с конкрет-
ными значениями выбранных из таблиц коэффициентов и истинным направле-
нием нагрузок. 
 4. Решение следует сопровождать краткими, последовательными, без со-
кращения (кроме общепринятых) слов, пояснениями и чертежами, на которых 
все входящие в расчет величины должны быть показаны в буквенном выраже-
нии. При использовании формул или данных, отсутствующих в рекомендован-
ных учебниках, требуется указать использованный источник (автора, название, 
год издания, страницу, номер формулы). 

5. При решении искомую величину получить в аналитическом виде, а за-
тем с числовыми значениями входящих параметров. Найти ответ и записать его 
с указанием размерности в соответствии с международной системой единиц.    
 6. При возвращении контрольной работы для доработки, студент должен 
учесть все замечания и предложения и сделать работу над ошибками в этой же 
тетради или на  листах, вложенных в нее.  
  

5. ПЛАН РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
  

План решения задачи №1 
 

1. Для заданной статически определимой рамы с помощью уравнений 
статики определить опорные реакции. Для произвольной плоской системы не-
обходимо составить три уравнения равновесия. Использовать еще одно -  для 
проверки правильности нахождения реакций связи.  

2. С помощью метода сечений вычислить численные величины внутрен-
них силовых факторов – продольной N, поперечной Q сил и изгибающего мо-
мента M на каждом участке рамы и построить их эпюры. 
 3. Сделать статическую проверку правильности построения эпюр, рас-
смотрев равновесие одного из узлов рамы.  

4. Используя эпюру изгибающего момента, определить опасное сечение 
конструкции. Учитывая, что жесткость стержней рамы величина постоянная, 
опасным будет то сечение, где возникает наибольший изгибающий момент.  

5. Исходя из условия прочности, подобрать необходимый размер стороны 
 квадратного сечения стержней рамы. 
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План решения задачи №2 
 

1.  Для стержня, испытывающего сложное сопротивление построить эпю-
ры всех возникающих внутренних силовых факторов. В общем случае сложно-
го сопротивления таких факторов – шесть (продольная сила N, две поперечные 
силы Qу  и Q z,  крутящий Mх и два изгибающих момента Mу, Mz).   

2. С помощью эпюр (основное внимание уделяется эпюрам моментов) ус-
тановить то сечение по длине стержня, где внутренние силы максимальны, т.е. 
опасное.   

3. Показать опасное сечение на плоскости с найденными силовыми фак-
торами, указав их величину и направление.  В соответствии с  методом сечений, 
оставшаяся часть стержня должна находиться в равновесии. 

4. Определить численное значение нормальных и касательных напряже-
ний, связанных с каждым внутренним силовым фактором.  

5. Построить для опасного сечения эпюры нормальных и касательных на-
пряжений от каждого силового фактора, показать их направление  и найти 
опасные точки на пересечении граней и серединах сторон прямоугольного се-
чения.  

6. Установить вид напряженного состояния и вычислить по третьей тео-
рии прочности (теории максимальных касательных напряжений), эквивалент-
ное напряжение в опасных точках. Установить опасную точку в целом для 
стержня, т.е. точку с максимальным эквивалентным напряжением. 

7. Сделать вывод о прочности стержня.  
 

План решения задачи №3  
 

1. Привести все силы, действующие на зубчатые колеса или шкивы, к 
продольной оси вала.  Показать расчетную схему вала со всеми внешними си-
лами и моментами. 

2. Вычислить скручивающий момент  L (в  Н · м), передаваемый валом 
через зубчатое колесо диаметром D1: 

 

           ω
NL = ,                                                              
 

где N – передаваемая мощность, Вт;  – угловая скорость вращения вала, 
рад/с  (при известном n  - числе  оборотов вала в минуту  скорость  равна 

). 

3. Выразить этот же момент L через окружное усилие Р1 и диаметр зубча-
того колеса D1, определить величину Р1.  Найти значение усилия Р2. 

4. Рассчитать радиальные и осевые усилия:  Т = 0,4·Р;    А = 0,2·Р.                                
5. Для шкивов из условия равновесия относительно оси вала требуется 

определить усилия натяжения ведущей S1 и ведомой S2 ветвей ременной пере-
дачи. Учесть, что усилие  S1 = 2 S2; сила давления на вал R = S1 + S2 = 3S2. 

6. На основании принципа независимости действия сил рассмотреть по 
отдельности  деформации   кручения  и  изгиба. Найти  составляющие  опорных 
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реакций при изгибе вала в горизонтальной и вертикальной плоскостях. 
7. Построить эпюры крутящего  Мх и изгибающих моментов Му и Мz в 

двух взаимно перпендикулярных плоскостях. 
  8. Анализируя, полученные эпюры Мх, Му и Мz, выбрать опасное сече-

ние вала.  Рассчитать  величину наибольшего эквивалентного момента по чет-
вертой теории прочности. 

9. Из условия прочности подобрать необходимый диаметр вала. 
 

План решения задачи №4 
 

1. Определить степень статической неопределимости или число «лиш-
них» связей, наложенных на раму. 

2. Выбрать основную систему. 
3. Показать эквивалентную систему. 
4. Записать канонические уравнения (уравнение) метода сил. 
5. Показать «грузовое» состояние, т.е. к основной системе приложить за-

данную внешнюю нагрузку.  Построить для этого состояния эпюру изгибаю-
щих моментов. 

6. Привести «единичное» состояние. К  основной системе в сечениях, где 
отбрасывались «лишние» неизвестные приложить единичные нагрузки. По-
строить эпюры изгибающих моментов от единичных нагрузок. 

7. Используя метод Верещагина, вычислить коэффициенты и свободные 
члены канонических уравнений метода сил. 

8. Решить канонические уравнения и найти величину «лишних» неиз-
вестных. 

9. Показать раму со всеми внешними нагрузками и определенными неиз-
вестными.  Построить окончательные эпюры внутренних силовых факторов: 
продольной N, поперечной Q сил и изгибающего момента M.  Найти опасное 
сечение рамы с наибольшим изгибающим моментом.   

10. Выполнить расчет на прочность, т.е. определить грузоподъемность 
рассчитываемой рамы. 

 

План решения задачи №5 
 

  1. Рассчитать величину предельной гибкости    для материала (хро-

момолибденовая сталь) стержня.  
  2. Вычислить величины геометрических характеристик заданных попе-
речных сечений стержня: минимальный осевой момент инерции  Jmin; площадь 
F; минимальный  радиус инерции  .  

3. С учетом закрепления концов стержня рассчитать его фактическую  
гибкость     

4. Сопоставить найденные гибкости. Если фактическая гибкость превы-
шает предельную, то критическую силу или напряжение определить по Эйлеру 
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(формула 19).  Если фактическая гибкость меньше предельной, то для нахожде-
ния величины критической силы (напряжения) применить эмпирическую зави-
симость (22) Ясинского. 

5. Проверить устойчивость стержня, сравнив расчетное (рабочее) напря-
жение с допускаемым (см. условие 18).  

 

План решения задачи №6 
 

1. Показать статическое нагружение балки с приложенной силой Р равной  
весу падающего груза. Найти с помощью уравнений статики опорные реакции. 

2. Построить эпюру изгибающего момента М от заданной нагрузки. Оп-
ределить опасное сечение по максимальному изгибающему моменту Мmax и 
наибольшее статическое напряжение стσmax : 

 

 
н.о.

max

W

M
max σ =ст , 

 

где WН.О. – осевой момент сопротивления поперечного сечения относительно 
нейтральной оси (для двутаврового сечения выбирается по ГОСТ 8239-89). 

3. Загрузить балку единичной силой, приложив её в точке соударения по 
направлению движения падающего груза, и построить эпюру изгибающего  
момента  М1. Перемножив по правилу Верещагина эпюры М и М1, вычислить 
статический прогиб балки δст. 

4. Рассчитать динамический коэффициент Кд  по упрощенной формуле: 
 

стδ
Н21 1дК
⋅++=  ≈ 

стδ
Н2 ⋅ , 

 

где  Н – высота падения груза;  δст – статический прогиб. 
          5. Найти наибольшее динамическое напряжение в балке с жесткими опо-
рами:                                       дд Кσmax σmax ⋅= ст . 

6. Сделать вывод о прочности балки, сравнив найденное напряжение с 
допускаемым. 

7. Рассмотреть второй вариант, заменив шарнирно-подвижную опору 
пружиной. 

 8. Вычислить осадку пружины  от действия на неё опорной реакции R, 
возникающей от силы Р  (при статическом действии этой силы): 

          

, 
 

где β – податливость пружины. 
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9. Определить дополнительный прогиб Δ сечения, в котором приложен 
груз. При этом перемещение Δ вызвано поворотом абсолютно жесткой балки 
вокруг шарнирно-неподвижной опоры только за счёт осадки пружины. 

10. Найти полное вертикальное перемещение сечения балки, в котором 
приложен груз: 

                                            Δδ'δ += стст . 

11. Рассчитать динамический коэффициент 'Кд  для второго варианта: 
 

'δ
Н21 1'Кд
ст

⋅++=   ≈ '
стδ
Н2 ⋅ . 

  

12. Найти наибольшее динамическое напряжение в балке с пружиной: 
 

'
ддд Кσmax 'σmax ⋅= . 

 

 13. Сравнить динамические напряжения, определённые в системе с жёст-
кими и упругими опорами (оценить способность пружины снижать динамиче-
ские напряжения). 
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