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Введение 

Методические указания предназначены для проведения практических 

занятий по теме “Дифференциальные уравнения высших порядков”. Состоят 

из семи разделов, основными из которых для студентов экономических 

специальностей являются четвертый, шестой и седьмой. 

В каждом разделе даны основные теоретические сведения, знание 

которых необходимо для решения задач. Это может оказаться особенно 

полезным для студентов-заочников, самостоятельно изучающих теорию 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Подробное изложение теории 

можно найти в книгах, указанных в списке рекомендуемой литературы, 

помещенном в конце брошюры. 

Методические указания содержат также большое количество примеров и 

задач (с ответами), поэтому могут быть использованы для проведения 

самостоятельных работ и самоконтроля студентов. 
 

1. Основные понятия и определения 

 

Определение 1. Дифференциальным уравнением n-го порядка называется 

уравнение вида:  
     0,,...,,,, 1   nn yyyyyxF ,                                        (1) 

где  xyy   – искомая функция. 

Замечание 1. Дифференциальные уравнения связывают между собой  

независимую переменную х, искомую функцию у, ее производные различных 

порядков, при этом сама функция или независимая переменная в уравнении 

могут отсутствовать. 

Определение 2. Порядком дифференциального уравнения называется 

наивысший порядок производной, входящий в это уравнение. 

Замечание 2. Если уравнение (1) удается разрешить относительно 

наивысшей производной, то получаем уравнение  в явной форме 

                                            1,...,,,,  nn yyyyxfy .                                         (2) 

Определение 3. Процесс нахождения решений дифференциального 

уравнения называется интегрированием уравнения. 

Определение 4 Решением дифференциального уравнения (1) называется 

любая функция  xy  , обращающая уравнение (1) в тождество, т.е. 
     .0)(),(),...,(),(),(, 1   xxxxxxF nn   
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Определение 5. Если функция, являющаяся решением 

дифференциального уравнения, определена в неявном виде   0, yxФ , то 

выражение   0, yxФ  называется интегралом данного уравнения (1). 

Пример 1. Доказать, что функция xxey 2  является решением уравнения 

044  yyy . 

Подставив в данное уравнение саму функцию и ее производные 

   xeyxey xx  14,21 22 , получим тождество: 

 

      02114421414 2222  xxxexexexe xxxx . 

Определение 6. График решения (или интеграла) дифференциального 

уравнения на плоскости Oxy  называется интегральной кривой. 

Теорема Коши (о существовании и единственности решения 

дифференциального уравнения). Если правая часть уравнения (2) является 

непрерывной функцией в окрестности начальной точки 
  1

0

/

000 ,...,,, nyyyx ,                                                      (3) 

и в указанной окрестности непрерывны частные производные этой функции 

по аргументам  1,,,  nyyy  , то уравнение (2) имеет решение  xyy   на 

некотором интервале  ba, , содержащем 0x , такое, что: 

                                              1

00

1/

0000 ,,,   nn yxyyxyyxy  ,                       (4) 

и оно единственное. 

Определение 7. Числа из совокупности (3) называются начальными 

данными, а равенства (4) - начальными условиями. 

Определение 8. Общим решением уравнения (1) называется функция 

вида 

                                     nCCCxy ,,,, 21  ,                                                    (5) 

содержащая n произвольных констант nCCC ,,, 21   и удовлетворяющая 

следующим двум условиям: 

1) для любого допустимого набора констант      00
2

0
1

,,, nCCC   функция 

      00
2

0
1

,,,, nCCCxy   - решение уравнения (1); 

2) для любых начальных данных   1

0

/

000 ,...,,, nyyyx  существует такой набор 

констант      00
2

0
1 ,,, nCCC  , что       00

2

0

1 ,,,, nCCCxy   – решение уравнения (1), 

которое удовлетворяет начальным условиям 

        1

00

1/

0000 ,,,   nn yxyyxyyxy  , т.е.: 
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Определение 9. Общее решение, полученное в неявном виде 

  0,,,,, 21  nCCCyx  , 

называется общим интегралом дифференциального уравнения (1). 

Задача Коши для уравнения (1) формулируется следующим образом: 

найти решение  xyy   дифференциального уравнения (1), удовлетворяющее 

начальным условиям:         1

00

1/

0000 ,,,   nn yxyyxyyxy  , где 
  1

0

/

000 ,...,,, nyyyx  - начальные данные. 

Определение 10. Решение или интеграл, полученные из общего решения 

или общего интеграла при фиксированных допустимых числовых значениях 

произвольных постоянных      00
2

0
1

,,, nCCC  , называется соответственно 

частным решением 
      00

2
0

1
,,,, nCCCxy   

или частным интегралом 
       0,,,,, 00

2
0

1
 nCCCyx   

дифференциального уравнения (1). 

Алгоритм нахождения частного решения дифференциального 

уравнения (1) (или (2)), удовлетворяющего начальным условиям 

        1

00

1/

0000 ,,,   nn yxyyxyyxy  с начальными данными 
  1

0

/

000 ,...,,, nyyyx : 

1 находят общее решения уравнения (1) или (2) в виде (5): 

 nCCCxy ,,,, 21  ; 

2 дифференцируют общее решения (5) по переменной х до (n-1) порядка, 

получают систему:  
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11
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n

nn

n

n

CCCxy

CCCxy

CCCxу















                                     (6) 

3 вместо  1,,,,  nyyyx   в систему (6) подставляют начальные данные (3), 

таким образом,  выполняются начальные условия (4): 
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                (7) 
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4 решают полученную систему (7) относительно произвольных постоянных 

nCCC ,,, 21  , находят:      00

22

0

11 ,,, nn CCCCCC   ; 

5 подставляют найденные значения произвольных постоянных 
     00

2
0

1
,,, nCCC   в формулу общего решения (5), получают искомое  частное 

решение:       00

2

0

1 ,,,, nCCCxy   или частный интеграл 

       0,,,,, 00
2

0
1

 nCCCyx  . 

Определение 11. Решение, в каждой точке которого нарушается 

единственность решения задачи Коши, называется особым. 

Замечание 3. Особое решение не возможно получить из общего 

решения ни при каких значениях произвольных постоянных.  

Пример 2. Дифференциальное уравнение  3 2
13  yy  имеет общее 

решение   2

4

1
4

1
CCxxy  . Функция Cxy   также является решением 

данного уравнения, но это решение не может быть получено из общего ни 

при каких значениях 1С  и 2С . Кроме того, 1y  для любой точки решения, 

что приводит к нарушению условия единственности из теоремы Коши, т.к. 

частная производная правой части данного уравнения по y  при 1y  

разрывна. В следующих пунктах рассмотрим нелинейные уравнения, 

допускающие понижение порядка, и линейные уравнения с характерными 

для них приемами интегрирования. 

 2. Нелинейные уравнения, допускающие понижение порядка 

 2.1 Уравнение, содержащее только независимую переменную и 

производную порядка n 

Рассмотрим простейшее дифференциальное уравнение n -го порядка, 

содержащее только независимую переменную и производную n-го порядка: 

                                                         xfy n  .                                                 (8) 

Общее решение уравнения (8) находится путем n -кратного 

интегрирования.            

11

1 Cxdxxfdxyy nn  . 

               

2121111

12 CxCxdxCdxxdxCxdxyy nn  . 

После n -кратного интегрирования получаем общее решение уравнения (8): 

  nn
nn

n CxCxCxCxy  


1
2

2
1

1 ... .  

Пример 1. Найти общее решение уравнения  

 5
4

3

8




x
y . 
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Согласно формуле          

11

1 Cxdxxfdxyy nn   и правилам 

интегрирования, имеем:  

    145

4

3

2

3

8
C

x
dx

x
dxyy 





  . 

Аналогично находим: 

     

















1

21314
33

2

3

2
CxC

x
dxC

x
dxyy . 

Проинтегрировав последнее равенство еще два раза, получим общее решение 

исходного уравнения: 

   

   
.

33

1

233

1

,
2

1

33

1

33

2

43

2

2

3

132

21

2

32

2

12213
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dxCxCx
C

x
dxyy

CxCxC
x

dxCxC
x
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Интегрируя последовательно исходное уравнение, находим общее 

решение: 





















.
22

ln

,ln
2

ln

,
1ln

32

2

1

2

21

2

1

CxC
x

C
xx

y

CxCx
x

y

C
xx

x
y

 

Пример 2. Найти решение уравнения 
2

ln

x

x
y 

, удовлетворяющее 

начальным условиям: 12,1,0  xприyyy . 

Подставим начальные данные в систему: 





















.
22

1ln
0

,1ln
2

1ln
1

,1
1

1ln
2

32
1

2

21

2

1

CC
C

CC

C

, 

Решая систему относительно неизвестных nCCC ,,, 21  , получим: 













5,0

2

3

3

2

1

С

,С

,С

. 

Заменив 321 ,, CCC  в формуле общего решения соответствующими им 

значениями, получим искомое частное решение .
2

1
2

2

3

2

ln 22

 x
xxx

y  
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2.2 Уравнение, не содержащее искомой функции  y  и 

последовательных первых производных 

Рассмотрим уравнение вида:        nkyyyxF nkk  1,0,,,, 1  .               (9) 

Сделаем замену:    xzy k  , где )(хz  - новая неизвестная функция. Тогда 
            xzyxzyxzy knnkk   ,,, 21  . Таким образом, при замене 

производных функции y  получим уравнение  kn  -го порядка относительно 

функции z :       0,,,,  knzzzxF  .                                           (10) 

Тогда общее решение запишется в виде:  knCCCxz  ,,,, 21   или 

  0,,,,, 21  knCCCzx  . Возвращаясь к переменной ,y  получим 

соответственно:    kn

k CCCxy  ,,,, 21   или    0,,,,, 21  kn

k CCCyx  . Далее 

интегрируем уравнения, как было показано в пункте 2.1. 

Замечание_1. Изложенным выше методом всегда может быть 

проинтегрировано в квадратурах линейное уравнение вида 
       xfyxpy nn  1

1 . 

Пример 3. Найти общее решение уравнения: 2 yctgxy . 

Данное уравнение не содержит искомой функции y  и первой 

производной. Поэтому произведем замену:  xzy  , тогда  xzy  , и 

уравнение примет вид: 2 zctgxz . Получили линейное неоднородное 

дифференциальное уравнение 1-ого порядка: 
ctgxсtgx

z
z

2
 , которое решаем 

методом вариаций произвольной постоянной или методом Бернулли: 

xCz cos2 1 , 

xCy cos2 1 . 

  ,sin2cos2 211 CxCxdxxCy    

  321

2

21 cossin2 CxCxCxdxCxCxy   . 

Пример 4. Найти частное решение уравнения 
x

y
yyx


 ln , 

удовлетворяющее начальным условиям:     21,1 eyey  . Уравнение не 

содержит искомую функцию y . Понизим порядок уравнения на единицу, 

положив  xzy  . Тогда  xzy  . При этом получим однородное 

дифференциальное уравнение первого порядка относительно функции z : 











x

z
zzx ln . Интегрируя последнее уравнение, находим: 

xC
xez 11

 , 

xC
xe

dx

dy
11

 . 
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Отсюда 2

1

2

1

11 11
1

Ce
C

xC
dxxey

xCxC







 . Получили общее решение исходного 

уравнения. Значения произвольных постоянных 1C  и 2C  определяются с 

помощью начальных условий: 

















.

,
1

21

2

1

2

1

1

1

1

ee

eCe
C

C

C

C

   








еС

С

2

1 1
. 

Тогда искомое частное решение:   eexy x  11 . 

Пример_5. Найти частное решение уравнения    14
2

 yy , 

удовлетворяющее начальным условиям: 1,0  yy  при 0x . Полагая zy  , 

получаем уравнение первого порядка: 

   

.12

,12

,14
2

dxzdz

zz

zz







 

Поделим обе части последнего уравнения на выражение 12  z  при 

условии 1z : .
12

dx
z

dp



 

Отсюда: 

  .1

,1

2

1

1

Cxz

Cxz




 

Получим систему: 

 

 













.
3

1

,1

2

3

1

2

1

CCxxy

Cx
dx

dy

 

Подставив в систему начальные данные, получим: 0,0 21  CC . Тогда 

искомое частное решение имеет вид: 3

3

1
xxy  . 

В ходе решения исключилось условие 1z , которое необходимо 

проверить, т.е. Cxy
dx

dy
 ,1 . Семейство Cxy   дает особые решения 

исходного уравнения. Действительно, разрешив уравнение относительно y  , 

получим два уравнения: .12,12  yyyy  

Для каждого из этих уравнений не выполняются условия теоремы 

существования и единственности решения (пункт 1) ни в какой окрестности 

начальной точки  1,0,0 , т.к. производные от правых частей по y  обращаются 

в бесконечность при 1y . Проверим, нет ли среди особых решений такого, 

которое удовлетворяло бы поставленным начальным условиям. Очевидно, 
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что таким решением будет xy  . Это решение не входит в общее решение 

ни при каких 21, CC , поэтому решение запишем:   хуCCxxy  ,
3

1
2

3
1 . 

Пример 6. Найти общее решение уравнения 0
2

 y
x

y . 

Данное уравнение не содержит  искомую функцию y , поэтому сделаем 

замену  xpy   (пункт 2.2), тогда  xpy  . Получим линейное однородное 

уравнение 1-го порядка относительно функции  xp : 0
2

 p
x

p . Последнее 

уравнение является также уравнением с разделяющимися переменными. 

Разделяя переменные и интегрируя, получим: 

.

,

,

,2

2
1

2

2

2

C
x

C
dx

x

C
y

x

C

dx

dy

x

C
p

x

dx

p

dp











 

2.3 Уравнение, не содержащее независимой переменной  x 

Уравнение вида                  0,,,  nyyyF                                                  (11) 

допускает понижение порядка на единицу, если ввести замену )(ypy  , а за 

новый аргумент принять y . Тогда по правилу дифференцирования сложной 

функции  nyyy ,,,   преобразуются так: 

      

     

    



























 .,,,

,

,

,

1

22

nn pppy

ppppppyy

ppyypypyy







                                (12) 

Подставляя найденные  nyyy ,,,   в уравнение (11), получим уравнение 

 1n -го порядка с искомой функцией p  от независимой переменной y . 

Замечание 2. Принимая y  за независимую переменную, можно 

потерять решение вида constCy  . Непосредственной подстановкой Cy   в 

уравнение (11), можно выяснить, имеет ли оно решения такого вида. 

Пример 7. Найти общее решение уравнения   22
2 yyyy  . 

Данное уравнение не содержит явно аргумент x , поэтому с помощью 

замены  ypy  ,   ppyypy   можно понизить порядок уравнения на 
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единицу. При этом получим уравнение первого порядка .2 22 ypppy   Пусть 

up 2 , тогда .2)( 2 ppр  , подставляя в последнее уравнение, получим: 

2yu
dy

du
y  . Разделим обе части уравнения на 0у : ,

1
yu

ydy

du
  при этом 

0у  является особым решением. Интегрируя последнее уравнение, находим 
2

1 yyCu  . Следовательно,   2

1

22

1

2 , yyCyyyCp  , откуда: 

.
2

ln

,

2

2

1
1

2

1

CxyyC
C

y

dx
yyC

dy






 

Функция 0y  будет частным решением. 

Пример 8. Решить задачу Коши:     .
2

3
1,11,01 33  yyyyy  

Положив  ypy   и приняв y  за новую независимую переменную, 

получим   ppyypy  . Тогда исходное уравнение можно записать в виде: 

.0122 
dy

dp
py  Отсюда: 

3
12

3
2

3
C

y
p  , т.е. 

.3
2

3
3

12
C

ydx

dy
y   

Прежде чем интегрировать последнее уравнение, определим значение 

произвольной постоянной 1C , воспользовавшись начальным условием 

  3

2

3
1 y : .0,32323 1

3
1

3  CC  Итак, приходим к уравнению 
3

1

2

2

3








 yy , 

которое легко решается путем разделения переменных. Получим: 

 
.

18

3

2Cx
y


  Из начального условия   ,11 y  находим 2C : 

 
.118,

18

1
1 3

2

3

2 


 C
C

 Следовательно, искомое частное решение имеет вид: 

 
.

18

118
3

3 


x
y  

2.4 Уравнение, однородное относительно искомой функции и ее 

производных 

Определение 1. Функция  nxxxf ,,, 21   называется однородной k-го 

порядка относительно nxxx ,,, 21  , если для 0t  справедливо равенство:  
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   n
k

n xxxfttxtxtxf ,,,,,, 2121   . 

Определение 2. Уравнение    0,,,,  nyyyxF   называется однородным 

относительно искомой функции и ее производных, если функция 
  nyyyxF ,,,,   является однородной относительно  nyyy ,,,  . 

Однородное дифференциальное уравнение допускает понижение 

порядка на единицу, если сделать замену: z
y

y



, таким образом: 

                                                      zyy  ,                                                  (13) 

где z  - новая неизвестная функция:  xzz  . 

Действительно, найдем выражения для  nyyy ,,,  . 

Продифференцируем последовательно формулу (13) и каждый раз будем 

заменять y  на yz : 

 
 

    

















 .,,,

,

,3

,

1

3

2

nn zzzyy

zzzzyy

zzyzyzyy







 

Подставим выражения для  nyyy ,,,   в исходное уравнение: 

      0,,,,,,,, 12  nzzzyzzyyzyxF   . 

Вследствие предположения однородности функции F : 
    0,,,,,,,1, 12  nk zzzzzzxFy   , 

тогда, разделим обе части последнего уравнения на ky : 
    0,,,,,,,1, 12  nzzzzzzxF   . 

Это уравнение  1n -го порядка. Если мы найдем его общее решение 

 121 ,,,,  nCCCxz  , то, применяя обратную замену z , на 
y

y
, получим: 

 121 ,,,, 


nCCCx
y

y
 . Интегрируем обе части:    121 ,,,,ln nCCCxy  , 

потенцируя, найдем общее решение исходного уравнения 
 dxCCCx

n

n

eCy 
121 ,,,, 

. 

Пример 9. Проинтегрировать уравнение   .0
2

 yyyxyxy  

Полагая yzy  , имеем  zzyy  2 . Подставляя выражения для y  и y   в 

исходное уравнение и сокращая на  02 yy , получим:   022  zxzzzx  или 

0 zzx . Интегрируя последнее уравнение, находим xCz 1 . Заменим z  на 

xC
y

y

y

y
1: 


. Интегрируя еще раз, получаем: 

.,
2

, 2
12

2

2
21

CB
С

ABeyилиeCy Ax
x

C

  0y  - частное решение уравнения. 
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2.5 Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям (пункт 2.1): 
4

1,
2

2ln
;

cos

1
2


 xприyy

x
y . 

Ответ: xy cosln . 

2. Проинтегрировать уравнения (пункт 2.2): 

  1) 
x

y
yyx


 ln ; 

  2) 01 xyyx . 

Ответы: 1) C
ex

yC
C

xe
C

y
xC















2
,

11 2

2

1

1

1

1 ; 

                 2)  
212

1ln
23

321

xx
CxCxxCy  . 

3. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее поставленным 

начальным условиям, исследовав предварительно вопрос о существовании и 

единственности искомого решения (пункт 2.2): 

  1)   00,1;1 2

3
2  xприyyyy ; 

  2) 24,0;
2







 xприyy
y

x

x

y
y ; 

  3)   00,0;44
2

 xприyyyxyy . 

Ответы: 1) 21 2  xy ; 2) 
5

16
2

5

2 5  xy ; 3) 
3

,0
3x

yy  . 

4. Проинтегрировать уравнение (пункт 2.3):  

  1)   0ln2
2
 yyyyyy ; 

  2)   yyy  21
2 . 

Ответы: 1)  211ln CxCtgCy  ; 2)   12
2

211  CxCyC . 

5. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям: 

  1) 01,0;2  xприyyey y ; 

  2) 01,0;
1

2
2










xприyy

y

yy

y

y
. 

Ответы: 1) 
x

y



1

1
ln ; 2) 










2
;

2
,


xtgxy . 

6. Найти общее решение уравнения (пункт 2.4):  22 yxyyyx  . 

Ответ: .
1

2
x

C

eCy


  

7. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям (пункт 2.4):   01,1;02
22  xприyyyyyy . 

Ответ: xy sin1 . 
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3. Линейные однородные уравнения 

3.1 Понятие линейного однородного уравнения 

Определение 1. Линейным  уравнением n-го порядка называется 

уравнение                xfyxpyxpyxpyxpy nn

nnn  



1

2

2

1

1  .                     (14) 

Определение 2. Если при всех рассматриваемых значениях x  функция 

 xf  равна нулю, то уравнение (14) называется однородным, в противном 

случае – неоднородным. 

Замечание 1. Предполагается, что коэффициенты      xpxpxp n,,, 21   и 

свободный член  xf  определены и непрерывны на интервале  ba, , тогда 

уравнение (14) на интервале  ba,  имеет единственное решение  xyy  , 

удовлетворяющее начальным условиям: 
   1

00
1

0000 )(,,)(,)(
 

nn yxyyxyyxy  , 

Замечание 2. Всякое решение линейного уравнения является частным 

решение, поэтому особых решений оно не имеет. 

3.2 Линейно-зависимые и линейно-независимые системы функций 

При отыскании общего и частного решений уравнений (14) важную роль 

играет понятие линейной зависимости и линейной независимости нескольких 

функций. 

Определение 3. Функции      xyxyxy n,,, 21   называются линейно 

зависимыми на интервале  ba, , если существуют постоянные числа 

n ,,, 21  , не равные нулю одновременно, такие, что   0
1




xy
n

i

ii  для любых 

 bax , . Если же указанное тождество выполняется только в случае, когда 

все 0i , то функции  xyi  называются линейно независимыми на интервале 

 ba, . 

Определение 4. Определителем Вронского системы функций 

     xyxyxy n,,, 21   называется определитель, составленный из этих функций и 

их производных до (n –1)-го порядка: 

 

     

     

        xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

xW

n

n

nn

n

n

11

2

1

1

21

21














. 

Теорема_1 (необходимое условие линейной зависимости n функций). 

Если функции    xyxy n,,1   определены, имеют непрерывные производные 
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до  1n -го порядка (включительно) и линейно зависимы на интервале  ba, , 

то определитель Вронского равен нулю, т.е.    0xW  для  bах ; . 

Замечание 3. Сформулированное условие линейной зависимости не 

является достаточным для произвольной системы функций. 

Теорема_2 (достаточное условие линейной независимости n 

функций). Если функции    xyxy n,,1   определены, имеют непрерывные 

производные до  1n -го порядка (включительно) на интервале  ba,  и хотя 

бы в одной точке     0, 00  xWbax , то система функций    xyxy n,,1   

линейно независима на  ba, . 

Пример 1. Доказать, что система функций xxx eyeyey 2

321 ,,    

является линейно независимой.  

Составим определитель Вронского. Для этого найдем производные 

первого и второго порядков данной системы функций: 
xxxxxx eyeyeyeyeyey 2

321
2

321 4,,,2,, 















   и запишем их по 

строкам соответственно: 

  06

411

211

111

4

2,, 22

2

2

2

2  







 xxxx

xxx

xxx

xxx

xxx eeee

eee

eee

eee

eeeW  для любых x . Так как 

определитель Вронского 0W , то по теореме 2 система функций линейно 

независима. 

3.3 Свойства решений линейного однородного уравнения. 

Структура общего решения линейного однородного уравнения 

Рассмотрим  линейное однородное уравнение: 

                                    01

2

2

1

1  

 yxpyxpyxpyxpy nn

nnn  .             (15) 

Теорема 3. Если некоторая функция 1y  есть частное решение уравнения 

(15), то функция 12 yy    для R  также является решением этого 

уравнения. 

Теорема 4. Если каждая из функций nyyy ,,, 21   есть частное решение 

уравнения (15), то любая их линейная комбинация nn yyyy   2211  

также является решением этого уравнения. 

Определение 5. Совокупность n  линейно независимых частных 

решений      xyxyxy n,,, 21   уравнения (15) называется фундаментальной 

системой решений (ФСР) этого уравнения. 

Теорема 5. Чтобы система частных решений nyyy ,,, 21   уравнения (15) 

была фундаментальной, необходимо и достаточно, чтобы определитель 
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Вронского системы решений был отличен от нуля на всем интервале, где эти 

решения определены. 

Замечание 4. Всякое уравнение (15) при условии непрерывности 

коэффициентов имеет бесконечное множество фундаментальных систем 

решений. 

Замечание 5. Построить фундаментальную систему решений в 

элементарных функциях или в квадратурах от элементарных функций 

удается всегда для уравнений с постоянными коэффициентами или для 

уравнений, приводящихся к ним (пункты 4, 6). Для уравнений с 

переменными коэффициентами задача интегрирования однородных и 

неоднородных линейных уравнений облегчается путем предварительного 

понижения порядка уравнения. 

Теорема 6. Если  nyyy ,,, 21   - любая фундаментальная система решений 

уравнения (15), то функция   nn yCyCyCy  2211 ,                                    (16) 

где iC  - произвольные постоянные, является общим решением уравнения 

(15). 

Пример 2. Является ли функция xx eCeCy 3

2

3

1

  общим решением 

уравнения 09  yy ? 

Подстановкой в уравнение легко убедиться в том, что функции xey 3

1   и 
xey 3

2

  являются его решениями. Эти частные решения линейно независимы, 

т.к.   06
33

11

33
, 33

33

33
33 





 




 xx

xx

xx
xx ee

ее

ееeeW , а потому составляют 

ФСР. Тогда по теореме 4 функция xx eCeCy 3

2

3

1

  - общее решение. 

3.4 Понижение порядка линейного однородного уравнения с 

помощью известных частных решений 

Если для уравнения (15) известно ненулевое частное решение 1y , то 

подстановка zyy  1 , где )(xzz   - новая неизвестная функция, приводит его 

к линейному однородному уравнению n -го порядка относительно функции 

z , не содержащему явно эту функцию (т.е. уравнению, допускающему 

понижение порядка). Если известно k  линейно независимых частных 

решений уравнения (15), то его порядок можно понизить на k  единиц. 

Линейные однородные уравнения 2-го порядка, для которых известно 

одно частное решение, можно интегрировать сразу, не прибегая к 

понижению их порядка. Так, если  xy1  - ненулевое частное решение 

уравнения   0)(  yxqyxpy , то второе его частное решение, линейно 

независимое с первым, можно найти по формуле Лиувилля-Остроградского: 
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dx

xy

e
yxy

dxxp








2

1

12 .                                        (17) 

Общее решение уравнения запишется в виде: 2211 yCyCy  . 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 0
2

 yy
x

y , если 

известно одно из его частных решений  
x

x
xy

sin
1  . 

По формуле (17) второе частное решение 

   
















x

x

x

dx

x

x
dx

x

x

e

x

x
xy

dx
x cos

sin

sin

sin

sin
22

2

2 , 

тогда общее решение данного уравнения примет вид: 
x

x
C

x

x
Cy

cossin
21  . 

Пример 4. Найти общее решение уравнения   02212  yyxyx . 

Подбором находим, что функция   xxy 1  есть одно из частных решений 

уравнения. Далее можно решать двумя путями: 1) найти второе частное 

решение по формуле (17) и записать общее решение; 2) понизить порядок 

уравнения. Применим второй способ. Пусть zxzyy  1 . Тогда 

zzxyzzxy  2, . Подставим выражения yy ,  и y   в исходное 

уравнение, получим:   0212  zzxx . 

Теперь, полагая   uzxuz  , , приходим к уравнению первого порядка 

относительно u :   0212  uuxx . Это уравнение с разделяющимися 

переменными. Его общее решение имеет вид 
2

2

1

1

x

x
Cu


 , откуда, учитывая 

zu  , получаем уравнение 1-го порядка относительно z : dx
x

Cdz 









21

1
1 . 

Интегрируя последнее, находим 21

1
C

x
xCz 








 , а т.к. xzy  , то 

окончательно получаем общее решение исходного уравнения: 

  xCxCy 2

2

1 1  . 

3.5 Задачи для самостоятельной работы 

1. Исследовать на линейную зависимость следующие системы функций: 

 1) xx ln, ; 

 2) xxx exe ln,  ; 

 3) 2,1,12 22  xxx ; 

 4) xxx 2sin,cos,sin . 

Ответы: 1) нез.; 2) зав.; 3) нез.; 4) нез. 
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2. Найти общее решение уравнения, пользуясь указанным частным 

решением: 

 1) xyy
x

y
x

y  12
,0

11
; 

 2) ctgxyyxy 
1

2 ,2sin ; 

 3)   xyxyctgyctgxtgxy sin,022 1

2  ; 

 4)   xyyyxyx  1,0
4

1
1 1

2 . 

Ответы: 1) xCxxCy 21 ln  ; 2) xctgxCctgxCy 21  ; 3) xCxCy 2

21 sinsin  ;  

4) xCxCy  11 21 .  

4. Линейные однородные уравнения с постоянными 

коэффициентами 

4.1 Основные понятия и решение дифференциальных уравнений в 

зависимости от корней характеристического уравнения 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение n-го 

порядка с постоянными коэффициентами: 

                                  01

2

2

1

1  

 yayayayay nn

nnn  ,                           (18) 

где naaa ,,, 21   - некоторые действительные числа. 

Это уравнение имеет фундаментальную систему решений nyyy ,,, 21  , 

определенную при любых значениях x . Метод построения ФСР (метод 

Эйлера) состоит в том, что частное решение уравнения (18) имеет вид: 
kxey  , 

где k  - некоторое постоянное число (действительное или комплексное), 

которое нужно определить. 

Подставим функцию kxey   в уравнение (18), получим: 

  .01

2

2

1

1  

 kx

nn

nnn eakakakak   

Отсюда следует, что k  должно удовлетворять уравнению: 

.01

2

2

1

1  



nn

nnn akakakak                                 (19) 

Определение 1. Уравнение вида (19) называется характеристическим 

уравнением, а его корни - характеристическими числами уравнения (18). 

Структура ФСР, и общего решения зависит от вида корней 

характеристического уравнения. 

Различают три случая. 

1). Все корни характеристического уравнения (19) различные и 

действительные числа. Обозначим их через nkkk ,,, 21  . Тогда ФСР будет 

состоять из функций: xk

n

xkxk neyeyey  ,,, 21

21  , а общее решение примет 

вид xk

n

xkxk neCeCeCy  21

21 . 
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2). Все корни характеристического уравнения различны, но среди них 

имеются комплексные. Пусть biak 1  - комплексный корень 

характеристического уравнения (19), тогда biak 2  тоже будет корнем этого 

уравнения. Паре комплексно-сопряженных корней соответствуют два 

линейно независимых частных решения уравнения (18): 

bxeybxey axax sin,cos 21  . Общее решение, соответствующее ,2,1 biak   

примет вид:  bxCbxCeax sincos 21  . 
3). Среди корней характеристического уравнения имеются кратные. 

Пусть 1k  - действительный r -кратный корень. Тогда ему соответствует r  

линейно независимых частных решений вида xkrxkxk
exxee 111 1,,,  , а в формуле 

общего решения выражение вида -  1

21
1  r

r

xk
xCxCCe  . 

Если biak 1  - комплексный корень характеристического уравнения 

кратности r , то ему и сопряженному с ним корню biak 2  той же кратности 

соответствуют 2 r  линейно независимых частных решений вида: 











.sin,,sin,sin

,cos,,cos,cos

1

1

bxexbxxebxe

bxexbxxebxe

axraxax

axraxax




 

В формуле общего решения этим корням соответствует выражение вида: 

    bxxCxCCbxxCxCCe r

rrr

r

r

ax sincos 1

221

1

21





   . 

Записав решения, соответствующие всем простым и кратным 

вещественным корням, а также сопряженным парам простых и кратных 

комплексных корней, получим ФСР уравнения (18). Линейная комбинация 

этих решений с произвольными постоянными коэффициентами даст общее 

решение уравнения. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 065  yyy . 

Характеристическое уравнение 065 23  kkk  имеет различные 

действительные корни: 3,2,0 321  kkk , поэтому совокупность функций 
xx eyeyy 3

3

2

21 ,,1   образует ФСР, а функция xx eCeCCy 3

3

2

21   является 

общим решением уравнения. 

Пример 2. Дано дифференциальное уравнение 01393  yyyy . 

Его характеристическим уравнением будет 01393 23  kkk . 

Оно имеет один действительный корень 11 k  и два комплексно-

сопряженных корня ikik 32,32 32  . Поэтому функции 

xeyxeyey xxx 3sin,3cos, 2

3

2

21

   образуют фундаментальную систему 

решений, а  xCxCeeCy xx 3sin3cos 32

2

1    является общим решением 

уравнения. 

Пример 3. Пусть дано уравнение 0842  yyyy . 
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Его характеристическое уравнение 0842 23  kkk  имеет один 

вещественный корень 21 k  и два чисто мнимых корня ikik 2,2 32  . 

Поэтому xyxyey x 2sin,2cos, 32

2

1   и xCxCeCy x 2sin2cos 32

2

1  . 

Пример 4. Для уравнения  0485  yyyy  имеем 

2,1;0485 321

23  kkkkkk . Здесь один корень простой и один 

двукратный. Поэтому фундаментальная система решений состоит из 

функций: xxx xeyeyey 2

3

2

21 ,,  , тогда общее решение примет вид: 

 xCCeeCy xx

32

2

1  . 

Пример 5. Для уравнения    024  yyy  

имеем ikkikkkk  4321

24 ,;012 . Поэтому 

xxyxyxxyxy sin,sin;cos,cos 4321    и      xxCCxxCCy sincos 4321  . 

Пример 6. Найти частное решение уравнения 0 yy , 

удовлетворяющее начальным условиям: 0)0(,1)0(  yy . Составим 

соответствующее характеристическое уравнение и найдем его корни:  

1,1;01 21
2  kkk . Тогда общее решение имеет вид: xx eCeCy  21 . 

Подставим начальные данные 0,1,0 000  yyx  в систему: 















,

,

21

21

xx

xx

eCeCy

eCeCy
 

получим: 









,0

,1

21

21

CC

CC
 

откуда 
2

1
21  СС , следовательно, искомым решением будет -  xx eey 

2

1
. 

4.2 Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти общее решение уравнения: 

 1)   023  yyy ; 

 2)   022  yyyy ; 

 3)     0454  yyy ; 

 4)     09105  yyy ; 

 5)   022  yyy ; 

 6)   04  yy ; 

 7)   0 yy ; 

 8)     04  yy ; 

 9)     09104  yyy ; 

 10) 012167  yyyy ; 

 11) 08126  yyyy ; 
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 12)   015824  yyyy ; 

 13)   01684  yyy . 

Ответы: 

 1)   xx eCeCy 2

21

  ; 

 2)   xxx eCeCeCy  3

2

21 ; 

 3)   xxxx eCeCeCeCy 2

43

2

21

  ; 

 4)   xxxx eCeCeCeCCy 3

5

3

4321

  ; 

 5)    xCxCey x sincos 21   ; 

 6)   xCxCy 2sin2cos 21  ; 

 7)   

















xCxCeeCy

x

x

2

3
sin

2

3
cos 32

2
1 ; 

 8)   xCxCeCeCy xx sincos 4321   ; 

 9)   xCxCxCxCy 3sin3cossincos 4321  ; 

 10)  xCCeeCy xx

32

23

1  ; 

 11)  2

321

2 xCxCCey x  ; 

 12)    xCxCexCCey xx 2sin2cos 4321   ; 

 13)     xxCCxxCCy 2sin2cos 4321  . 

2. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям: 

 1) 
2

0,1;0


 xприyyyy ; 

 2)   01,1,1,1;04  xприyyyyyy . 

Ответы: 1) xy sin ; 2) xey  . 

5. Линейные неоднородные уравнения 

5.1 Структура общего решения. Интегрирование линейного  

неоднородного уравнения 

Рассмотрим уравнение 

                                 xfyxpyxpyxpyxpy nn

nnn  



1

2

2

1

1  .             (14) 

Теорема 1 (о структуре общего решения). Общее решение линейного 

неоднородного уравнения (14) имеет вид:         yyy ,                              (20) 

где y  - общее решение соответствующего ему однородного уравнения (15), а 
y  - одно из частных решений уравнения (14). Если правая часть уравнения 

(14) равна сумме нескольких различных функций, то для отыскания частного 

решения такого уравнения нужно использовать теорему наложения 

решений: надо найти частные решения, соответствующие отдельным 

слагаемым правой части, и взять их сумму, которая и является частным 

решением исходного уравнения (14) (т.е. уравнения с суммой 
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соответствующих функций в правой части). Непосредственное нахождение 

частного решения линейного неоднородного уравнения, кроме случая 

уравнения с постоянными коэффициентами, причем, с правыми частями 

специального вида (пункт 6), представляет большие трудности. Поэтому на 

практике для нахождения общего решения неоднородного уравнения обычно 

применяют метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа), 

который всегда дает возможность найти общее решение уравнения (14) в 

квадратурах, если известна ФСР соответствующего однородного уравнения 

(15). 

5.2 Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа) 

Если известна фундаментальная система решений уравнения (14), то 

согласно методу вариаций (метод Лагранжа) общее решение уравнения (14) 

всегда представимо в виде:  

                                  nn yxCyxCyxCy  2211 ,                                       (21) 

где nyyy ,,, 21   - фундаментальная система решений уравнения (14), а 

неизвестные функции      xCxCxC n,,, 21   определяются из системы: 

     

     

           

             






















































,

,0

...............................................................
,0

,0

11
22

1
11

22
22

2
11

2211

2211

xfyxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

n
nn

nn

n
nn

nn

nn

nn









,                      (22) 

которая является линейной системой алгебраических уравнений 

относительно n  неизвестных  xCi

 . Определитель системы является 

определителем Вронского, который в случае фундаментальной системы 

решений iy  отличен от нуля. Поэтому система имеет единственное решение: 

           xxCxxCxxC nn  








,,, 2211  , 

откуда:               nnn CdxxxCCdxxxCCdxxxC  ,,, 222111  . 

Подставляя функции  xСi  в формулу (21), получим общее решение 

уравнения (14): 

        dxxydxxydxxyyCyCyCy nnnn   22112211 . 

Замечание 1. Для отыскания неизвестных      xCxCxC n


,,, 21   по 

формулам Крамера, заметим, что определитель основной матрицы системы 

равен определителю Вронского:  

     
     

        xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

yyyW

n
n

nn

n

n

n

11
2

1
1

21

21

21 ,,,












 . 
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Тогда для отыскания  xCi

  используют формулу:  
W

W
xC i

i 
 , где  W - 

определитель Вронского, iW  - определитель, полученный из W , путем 

замены  i- го столбца столбцом 



















)(
0

0
0

xf

 . 

Пример 1. Дана ФСР 
 321

2

1
2




x
yиxy , 

 
0

2

3

2

3
2







 y
x

y
x

y  

Найти общее решение уравнения 
   42

2

1

2

3

2

3










x
y

x
y

x
y . 

Общее решение однородного уравнения, соответствующее данному 

неоднородному, имеет вид:         
 321

2

1
2




x
CxCy .                                    (*) 

Тогда общее решение неоднородного уравнения, согласно уравнению (21), 

примет вид:     
 321

2

1
2




x
xCxxCy .  Найдем  xC1  и  xC2 , решая систему: 

                                           

    
 

   
   






























.
2

1

2

1
3

,0
2

1
2

4421

321

xx
xCxC

x
xCxxC

 

                                           

 
 

 

 
 

 
   

































.
2

1

2

3

2

,
2

44

2

4

2

4

2
1

xx

xC

x

xC

x

xC
xC

 

                                           

 

 
 



















.
24

1

,
4

1

41

2

x
xC

xC

 

Интегрируя последние равенства, находим: 

                                           

 
 

 


















.
4

1

,
212

1

22

131

CxxC

C
x

xС

 

Подставив функции  xС1  и  xC2  в формулу (*), получим общее решение 

исходного уравнения: 

 
   

 
 

 
   

.
26

12

2

1
2

24
2

212

1

2

1
2

332133321

















x

x

x
CxC

x

x
x

xx
CxCy  
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Пример 2. Найти общее решение уравнения .
1


x

x

e

e
yy  

Рассмотрим сначала однородное уравнение, соответствующее данному 

неоднородному: 0 yy . Характеристическое уравнение 012 k  имеет 

корни 1,1 21  kk . Функции xey 1  и xey 2  образуют ФСР однородного 

уравнения, а его общее решение имеет вид xx eCeCy  21 . Заменив 

произвольные постоянные 1C  и 2C  функциями от x , получим общее решение 

неоднородного уравнения:                      xx exCexCy  21 .                            (**) 

Составим систему: 

   

   

























.
1

,0

21

21

x

x
xx

xx

e

e
exCexC

exCexС

 

Найдем неизвестные по формулам:  
W

W
xC 1

1 
 ,  

W

W
xC 2

2 
 . Для этого найдем 

определитель Вронского W  и определители 21, WW : 

2
11

11 





 



xx

xx

xx
ee

ee

eeW , 
1

1

1
1

0

1










 




xx

x
x

x

x

x

x

ee

e
e

e
e

e

e

W , 

11
1

0 2

2










x

x

x

x
x

x

x
x

x

e

e

e

e
e

e

e
e

e

W . 

Тогда получим:  

 
 

 
 






















.
12

,
12

1

2
2

2

1
1

x

x

x

e

e

W

W
xC

eW

W
xC

 

Интегрируя, имеем: 

   

   













.1ln
2

1

2

1

,1ln
2

1

2

22

11

CeexC

Ce
x

xC

xx

x

 

Подставляя  xC1  и  xC2  в формулу (**), получаем общее решение исходного 

уравнения:       .1ln11ln
2

1
21

xxxxxx eeeexeCeCy    

5.3 Понижение порядка линейного неоднородного уравнения  с 

помощью известных частных решений 

Как было отмечено ранее (пункт 3, замечание 5), понижение порядка 

дифференциальных уравнений во многих случаях облегчает процесс их 

интегрирования. Чтобы понизить порядок неоднородного уравнения на 
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единицу, достаточно знать какое-нибудь ненулевое частное решение 1y  

соответствующего ему однородного уравнения и воспользоваться заменой 

 xzyy  1 , которая уже упоминалась в пункте 3.4 применительно к 

однородным уравнениям. 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

   42
2

1

2

3

2

3










x
y

x
y

x
y , если известны два частных решения 21  xy  и 

 32
2

1




x
y  соответствующего однородного уравнения. 

Данное уравнение было решено в пункте 5.2 (пример 1) методом 

вариации. Теперь проинтегрируем его вторым способом - с помощью замены 

zyy 1 . За 1y  возьмем функцию 2x , тогда  zxy 2 . Отсюда, 

   zxzyzxzy  22,2 . Подставим выражения yy , и y   в исходное 

уравнение, получим уравнение 
 52

1

2

5







x
z

x
z , не содержащее искомой 

функции z , а значит, допускающее понижение порядка. Сделаем еще одну 

замену:    xpzxpz  , , после чего получим линейное неоднородное 

уравнение первого порядка: 
 52

1

2

5







x
p

x
p . 

Интегрируя, находим общее решение 
   55

1

22 





x

x

x

C
p . 

Отсюда: 

 
           

.
22

1

23

1

242

2

2

1

2
4324

1

5451


























  

xx
C

x

C
dx

xxx

dx
Cdxxpz  

Тогда общее решение исходного уравнения: 

 
 

 
   3223

1

22

1

23

1
2

24
2










xx
xC

x

C
zxy  

или  

 
   

.
26

12

2

1
2

3321








x

x

x
CxCy  

Как видно из решения, получили тот же результат. 

5.4 Другие методы понижения порядка линейного неоднородного  

уравнения 

Пример 4. Линейное неоднородное уравнение 3-го порядка 
2

2

x
y   

содержит только независимую переменную и старшую производную. 

Порядок такого уравнения можно понизить на две единицы (пункт 2.1) путем 

последовательного интегрирования правой части: 
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  .
2

1ln2

,ln22

,
2

2

32

2

1

211

12

CxC
xC

xxy

CxCxxC
x

dx
y

C
xx

dx
y











 

Таким образом,  1ln232

2

1  xxCxCxCy  - общее решение уравнения. 

Пример 5. Уравнение 2xeyyx x  не содержит искомой функции, а 

значит, допускает понижение порядка на единицу с помощью замены 

 xpy   (пункт 2.2). После подстановки получаем: 

.
1

,2

xep
x

p

xeppx

x

x





 

Интегрируя последнее уравнение как линейное первого порядка, получим: 

xxexCp  1 , т.е. .1 xexC
dx

dy x  

Отсюда,   2

2

1 1
2

Cxe
x

Cy x   - общее решение исходного уравнения. 

Пример 6. Уравнение 365  yyy  не содержит явно независимую 

переменную, поэтому допускает понижение порядка на единицу (пункт 2.3) с 

помощью замены  ypy  . Однако, в данном случае такая замена не 

облегчает процесс интегрирования, поэтому лучше воспользоваться 

алгоритмом, рассмотренным в пункте 6. 

Пример 7. Найти общее решение уравнения 2

2
3

22
xy

x
y

x
y  . 

Нетрудно увидеть, что левая часть уравнения есть производная по x  от 

функции   y
x

yyyx
2

,,  . Тогда исходное уравнение можно записать в 

виде: 

23
2

xy
x

y 











 . 

Отсюда   1

323
2

Cxdxxy
x

y . Интегрируя полученное уравнение как 

линейное первого порядка, находим общее решение исходного уравнения: 

.
6

1 4

221

x

x
CxCy   

5.5 Задачи для самостоятельной работы 

1. Решить уравнение методом вариации произвольных постоянных: 
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1) 
3

2 22
2

x

xx
yyy


 ; 

2) xe
x

x
yy

3

2 
 ; 

3) 
xx

xyy
1

4  ; 

4) xctgyy 24  ; 

5) 
xx

yy
2sin2sin

1
  ; 

6) xeyy x cos ; 

7) xxyyyx  2 , 
x

x
y

x

x
y

sin
,

cos
21   - фундаментальная система решений 

 соответствующего однородного уравнения; 

8)   xyctgxtgxyyctgx 2cos22  , xxyxy cos,cos 21   - фундаментальная 

система решений соответствующего однородного уравнения. 

Ответы: 

1)  
x

xCCey x 1
21  ; 

2) 
x

e
eCCy

x
x  21 ; 

3) xeCeCy xx 421   ; 

4)  xtgxxCxCy 2ln2sin
4

1
2sin2cos 21  ; 

5) xxCxCy 2sinsincos 21  ; 

6)  xxexCxCy x sin
2

1
sincos 21  ; 

7) 1
sincos

21 
x

x
C

x

x
Cy ;  

8) xxxxCxCy cossincoscos 21  . 

2. Найти общее решение уравнения, если известны два частных решения 

соответствующего ему однородного уравнения (воспользоваться заменой 

вида zyy  1 ): 

1) 
x

x
y

x

x
y

x

ctgx
yy

x
y

cos
,

sin
,

2
21  ; 

2)     xyeyxyyxyx x  21

2
,,11 . 

Ответы: 

1) 









2
ln

sincossin
21

x
tg

x

x

x

x
C

x

x
Cy ; 

2) 12

21  xxCeCy x . 
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3. Проинтегрировать уравнения, допускающие понижение порядка 

(пункт 5.4, пример 2): 

1) 01 xyyx ; 

2)  ctgxyy 12  . 

Ответы:  

1)  
122

1ln
32

321

xx
CxCxxCy  ; 

2) 
28

2cos

4

2

32

2

1

x
CxC

xx
Cy 








 . 

6. Линейные неоднородные уравнения с постоянными 

коэффициентами 

Неоднородное уравнение с постоянными коэффициентами 

                                 xfyayayayay nn

nnn  



1

2

2

1

1                          (23) 

с помощью метода вариации произвольных постоянных всегда может быть 

проинтегрировано в квадратурах от элементарных функций, т.к. 

соответствующее ему однородное уравнение (18) имеет фундаментальную 

систему решений, состоящую из элементарных функций. 

6.1 Линейные неоднородные уравнения с постоянными 

коэффициентами и правой частью специального вида. Метод 

неопределенных коэффициентов 

Общее решение неоднородного уравнения (23), согласно теореме 1 

(пункт 5) определяется по формуле:  yyy , где y  - общее решение 

соответствующего ему однородного уравнения (18), а y  - одно из частных 

решений уравнения (23), которое может быть найдено методом 

неопределенных коэффициентов, если правая часть уравнения (23), т.е. 

функция  xf  имеет специальный вид.  

Укажем эти случаи и соответствующие им виды частных решений. 

1).    xPexf n
x , где  xPn  - многочлен степени n.  

Если число   не является корнем характеристического уравнения (19), 

то  xQey n
x , где  xQn  - многочлен степени n с неопределенными 

коэффициентами. 

Если   есть корень характеристического уравнения (19) кратности r , то 

 xQexy n
xr  . 

2).       xxQxxPexf mn
x  sincos  , где    xQxP mn ,  - многочлены 

соответственно n-й и m–й степени.  
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Если число i   не является корнем характеристического уравнения 

(19), то     xxQxxPey ss
x  sincos  , где -    xQxP ss ,  - многочлены степени 

 mns ,max  с неопределенными коэффициентами. 

Если i   есть корень характеристического уравнения кратности r , то 

    xxQxxPexy ss
xr  sincos  . 

Неопределенные коэффициенты находят из системы линейных 

алгебраических уравнений, получаемых отождествлением коэффициентов 

подобных членов в правой и левой частях исходного уравнения после 

подстановки в него y  вместо y .  

Для этого находят y  с неопределенными коэффициентами, затем y , 
)()(,,)(,)( nyyy     подставляют в уравнение (23) и, приравняв 

соответствующие коэффициенты при подобных членах в правой и левой 

частях равенства, находят неопределенные коэффициенты. 

Пример 1. Найти общее решение уравнения   xexxyyy 3223  . 

Составим соответствующее линейное однородное уравнение: 023  yyy . 

Характеристическое уравнение соответствующего однородного уравнения 

0232  kk  имеет корни 2,1 21  kk . Следовательно, ФСР имеет вид: 
xx eyey 2

21 ,  , а общее решение однородного уравнения есть xx eCeCy 2

21  . 

Для нахождения частного решения неоднородного уравнения 

воспользуемся методом неопределенных коэффициентов. Правая часть 

уравнения   xexxxf 32)(   - функция специального вида (случай 2), где 

  3,2  xxxP . Так как 3  не является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение будем искать в виде  CBxAxey x  23 . 

Найдя производные      yy ,  и подставив их в исходное уравнение вместе с 
y , получим (после сокращения на xe3 ):     xxCBAxBAAx  22 232262 . 

Сравнивая коэффициенты обеих частей этого тождества, получим систему 

уравнений для определения неизвестных CBA ,, : 















,12

,126

,0232

A

BA

CBA

 

откуда 1,1,
2

1
 CBA . 

Итак,  22
2

1
2

1 2
3

23 







 xx

e
xxey

x
x , тогда общее решение исходного 

уравнения примет вид  .22
2

2
3

2

21   xx
e

eCeCyyy
x

xx  

Пример 2. Решить задачу Коши:       30,10;267  yyxeyyy x . 
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Так как характеристическое уравнение 0672  kk  имеет корни 

6,1 21  kk , то общим решением соответствующего однородного уравнения 

является xx eCeCy 6

21  . Правая часть уравнения - функция специального вида 

(случай 2), где   1,2  xxP . Т.к. 1  является корнем 

характеристического уравнения кратности 1r , то частное решение 

неоднородного уравнения будем искать в виде  BAxxey x  . Найдя 

производные      yy ,  и подставив их в исходное уравнение вместе с y , 

получим (после сокращения на xe ):   25210  xBAAx . 

Отсюда 
25

9
,

10

1
 BA . Тогда 










25

9

10

2 xx
ey x . 

Общим решением первоначального уравнения является функция: 









 

25

9

10

2
6

21

xx
eeCeCyyy xxx . 

Для того чтобы решить задачу Коши, находим y : 




















25

9

525

9

10
6

2
6

21

x
e

xx
eeCeCy xxxx . 

Используя начальные условия, получаем линейную систему уравнений для 

определения значений произвольных постоянных 1C  и 2C : 

 

 











,3
25

9
60

,10

21

21

CCy

CCy

 

откуда находим: 
125

41
,

125

84
21  CC . Следовательно, искомое частное решение 

имеет вид: 









25

9

10125

41

125

84 2
6 xx

eeey xxx . 

Пример 3. Найти общее решение уравнения  xxyy 2cos2sin44  . 

Так как характеристическое уравнение 042 k  имеет корни ik 22,1  , то 

общим решением соответствующего однородного уравнения будет -  

xCxCy 2sin2cos 21  . Правая часть уравнения – функция специального вида 

(случай 3), где     4,4 21  xPxP  (многочлены нулевой степени), 2,0   . 

Т.к. ii 2   - корень характеристического уравнения кратности 1r , то 

частное решение исходного уравнения имеет форму  xBxAxy 2sin2cos  . 

Найдя      yy ,  и подставив их в исходное уравнение вместе с y , получим: 

xxxBxA 2cos42sin42cos42sin4  , 

откуда 1,1  BA  и, следовательно,  xxxy 2cos2sin  . 

Общее решение исходного уравнения примет вид: 

 xxxxCxCyyy 2cos2sin2sin2cos 21   . 
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Пример 4. Найти общее решение уравнения xx exeyyy  2134 . 

Характеристическое уравнение 01342  kk  имеет корни ik 322,1  , 

следовательно, общее решение соответствующего однородного уравнения 

представимо в виде  xCxCey x 3sin3cos 21

2  . Правая часть  xf  исходного 

уравнения представляет собой сумму двух функций специального вида: 

  xxexf 1  и   xexf  22  (обе относятся к случаю 2). Поэтому частное решение 
y  будем искать согласно принципу наложения решений (теорема 2), т.е. в 

виде   21 yyy , где 

1y  - частное решение уравнения xxeyyy  134 , а 

2y -

частное решение уравнения xeyyy  2134 . Структура функции  xf1  

такова, что   1,  xxP , причем 1  не является корнем 

характеристического уравнения. Следовательно, 

1y  будем искать в виде 

 BAxey x 


1 .                BAAxeyBAAxey xx 



 

2, 11 . 

Подставив     

11 , yy  и 

1y  в уравнение xxeyyy  134 , получим (после 

сокращения на xe ): xBAAx  10210 . Отсюда 0102,110  BAA , т.е. 

50

1
,

10

1
 BA , тогда 












50

1

10
1

x
ey x . Что касается  xf2 , то здесь 

  1,2  xP . При этом 1  также не является корнем 

характеристического уравнения, поэтому 

2y  будет иметь вид: xAey 
2 . 

Аналогично, подставляя   xAeyy 



22 ,  и   xAey 




2  в уравнение 

xeyyy  2134  и деля обе части на xe , получим: 218 A , т.е. 
9

1
A . 

Тогда xey 


9

1
2 , а частное решение исходного уравнения 

xx e
x

ey  









9

1

50

1

10
.  

Общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

  .
9

1

50

1

10
3sin3cos 21

2 xxx e
x

exCxCeyyy  







  

6.2 Задачи для самостоятельной работы 

1. Указана правая часть линейного неоднородного уравнения и корни 

характеристического уравнения соответствующего ему однородного 

уравнения. Определить вид частного решения неоднородного уравнения: 

1)      45,3,1 2

21  xexfkk x ; 

2)     xexfkkk 2

4,321 3,2,0,3  ; 

3)      1,1,4 22

21  xexfkk x ; 

4)      42,3,3,2 23

43,21  xexfkikk x ; 

5)      xxexfikk x 5cos35sin2,4,2 3,21  ; 
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6)     xexfik x 2sin,12,1  ; 

7)     xxxfikk cossin,2,1 4,32,1  ; 

8)     xxfikikkik 4cos,4,4,0, 7,65,432,1  ; 

9)      xxxexfikik x 6cos6sin2,62,31 2

4,32,1  ; 

10)   44,1 3

3,2,1  xxfk ; 

11)     xxxxexfikik x 2cos32sin4,21,21 2

4,32,1   ; 

12)   xxxfikkkk 4sin4,4,0,1,7 5,4321  ; 

13)   xexfikk x cos2,4,0 3

4,32,1  ; 

14)     xxxexfikkk x 5cos35sin52,52,1,5 4,321   ; 

15)   xxfk cos38,02,1  ; 

16)   xxxfikikik 6cos3sin,12,6,6 6,54,32,1  . 

Ответы: 

1)    BAxey x  2 ; 

2)   Aexy x22 ; 

3)    CBxAxey x  22 ; 

4)    CBxAxxey x  23 ; 

5)    xBxAey x 5sin5cos  ; 

6)    xBxAey x 2sin2cos  ; 

7)   xBxAy sincos  ; 

8)    xBxAxy 4sin4cos2  ; 

9)       xDCxxBAxxey x 6sin6cos2  ; 

10) DCxBxAxy  23 ;  

11)     xFExDxxCBxAxey x 2sin2cos 22   ; 

12)    xDxCxBAxxyyy 4sin4cos21 
 ; 

13)  xCxBAeyyy x sincos3

21 
 ; 

14)    xDxCBAxxeyyy x 5sin5cos21   ; 

15)  xCxBAxyyy sincos2

21 
 ; 

16)    xDxCxxBxAyyy 6sin6cos3sin3cos 2

21 
 . 

2. Найти общее решение уравнения, используя метод подбора частного 

решения: 

  1)   46124 2  xxyy ; 

  2)   3 yy ; 

  3)  xeyy 4 ; 

  4)    xexyyy 41168  ; 

  5)  xxyy cos4sin2  ; 

  6)  xyyy 2sin13 ; 

  7)  22 2323 xeyyy x  ; 

  8)  xeyy x cos ; 

  9)  xxyy 2coscos  ; 

  10) xxxyy cos4sin2  ; 

  11)  xxxeyyy x sin4cos222  ; 

  12)   18sin44  xexyy .



Ответы: 

   1)   xxeCCy x  34

21 ; 

   2)   xeCCy x 321   ; 

   3)   xxx xeeCeCy   221 ; 

   4)   









26

23
44

2

4

1

xx
exeCeCy xxx ; 

   5)   xxeCeCy xx sincos221   ; 

   6)   xxxCxCey

x

2sin32cos2
2

3
sin

2

3
cos 21

2 













 ; 

   7)   
2

7
33 222

21  xxxeeCeCy xxx ; 

   8)    xxexCxCy x sin
2

1
sincos 21  ; 

   9)   xxxxCxCy sin
2

1
2cos

3

1
sincos 21  ; 

   10) xxxCxCy sinsincos 2

21  ; 

   11)   xexxCxCey xx cossincos 2

21  ; 

   12) 12cossincos 4321   xxx xexxxCxCeCeCy . 

3. Найти частное решение уравнения, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям: 

   1)     00,
4

1
0;12sin4  yyxyy ; 

   2)     40,00;sin6184 2  yyxeyyy x . 

Ответы: 

   1)  12cos
4

1
2sin

8

1
 xxxy ;       2)  xxxxey x cos5sin62sin2cos52  . 

7. Применение дифференциальных уравнений в экономике   

Рассмотрим модель рынка с прогнозируемыми ценами. В простых 

моделях рынка спрос и предложение обычно полагают зависящими от 

текущей цены на товар. Однако спрос и предложение в реальных ситуациях 

зависят ещѐ и от тенденции ценообразования и от темпов изменения цены. В 

моделях с непрерывными и дифференцируемыми по времени t  функциями 

эти характеристики описываются соответственно первой и второй 

производными функции цены  tP . 

Пример. Пусть функции спроса D  и предложения S  имеют следующие 

зависимости от цены P  и ее производных:    
 
  .334

,1823





PPPtS

PPPtD
                (24) 

Поясним это. 
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1). Спрос “подогревается” темпом изменения цены. Если темп растет 

 0P , то рынок увеличивает интерес к товару, и наоборот. Быстрый рост 

цены отпугивает покупателя, поэтому слагаемое с первой производной 

функции цены входит со знаком минус; 

2). Предложение в еще большей мере усиливается темпом изменения 

цены, поэтому коэффициент при P   в функции  tS  больше, чем в  tD . Рост 

цены также увеличивает предложение, поэтому слагаемое, содержащее P , 

входит в выражение для  tS  со знаком плюс. 

Требуется установить зависимость цены от времени. Поскольку 

равновесное состояние рынка характеризуется равенством SD  , приравняем 

правые части уравнений (24). После приведения подобных получаем 

линейное неоднородное уравнение второго порядка с постоянными 

коэффициентами:               1552  PPP .                                                     (25) 

Как было отмечено в пункте 6, общее решение такого уравнения состоит 

из суммы какого-либо его частного решения и общего решения 

соответствующего однородного уравнения 052  PPP . 

Характеристическое уравнение 0522  kk  имеет корни ik 212,1  , 

следовательно, общее решение однородного уравнения запишется в виде: 

   tCtCetP t 2sin2cos 21   , 

где 1C  и 2C  - произвольные постоянные. В качестве частного решения 

неоднородного уравнения возьмем решение stPP   - постоянную величину 

как установившуюся цену. Подстановка в уравнение (25) дает значение stP =3. 

Таким образом, общее решение уравнения (25) имеет вид: 

                                             tCtCetP t 2sin2cos3 21   .                                     (26) 

Нетрудно увидеть, что   3 stPtP  при t , т.е. все интегральные 

кривые имеют горизонтальную асимптоту 3P  и колеблются около неѐ. Это 

означает, что все цены стремятся к установившейся цене stP  с колебаниями 

около неѐ, причем амплитуда этих колебаний затухает со временем. 

Приведѐм частные решения этой задачи в двух вариантах: задача Коши и 

смешанная задача. 

1. Задача Коши. Пусть в начальный момент времени известна цена, а 

также тенденция еѐ изменения: 1;4;0  PPt . 

Подставляя первое условие в формулу (26), получаем   430 1  CP , 

откуда 11 C , тогда              tCtetP t 2sin2cos3 2  .                                      (27) 

Дифференцируя последнее равенство, имеем 

      tCtCetP t 2sin22cos12 22   . Теперь используем второе условие задачи 

Коши:   1120 2  CP , откуда 12 C . Окончательно получаем, что решение 

задачи Коши имеет вид:    ttetP t 2sin2cos3   . 

2. Смешанная задача. Пусть в начальный момент времени известны 

цена и спрос: 16;4;0  DPt . Поскольку первое начальное условие такое 
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же, как и в предыдущем случае, то и здесь имеем решение (27). Тогда 

производные функции  tP  выражаются формулами: 

      

      .2sin532cos34

,2sin22cos12

22

22

tCtCetP

tCtCetP

t

t









 

Отсюда   120 2  CP  и   340 2  CP . Подставляя эти равенства во второе 

условие задачи, т.е.   160 D , имеем с учетом вида  tD  из первой формулы 

(24): 12 C . Итак, решение данной задачи имеет вид:    ttetP t 2sin2cos3   . 

Задача. Определить динамику цены P  на товар, если прогноз спроса и 

предложения описывается следующими соотношениями: 

1)     4422,1022  PPPtSPPPtD ; 

2)     6442,3662  PPPtSPPPtD ; 

3)     6322,824  PPPtSPPPtD . 

Определить, какой из трѐх случаев описывает паническое состояние на 

рынке, и объяснить причины такого состояния. 

Ответы: 

1)     12sin2cos 21

2   tCtCetP t , цена со временем стремится к 

равновесному значению 10 P  с колебаниями около него; 

2)     3sincos 21

3   tCtCetP t , цена со временем стремится к 

равновесному значению 30 P  с колебаниями около него; 

3)     221  CtCetP t , цена резко изменяется во времени: при 01 C  она 

увеличивается, при 01 C  - снижается. 

Случай 3) описывает паническое состояние рынка, т.к. спрос растет с 

ценой и еѐ ростом. 
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